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1 Introducao

A geometria euclidiana desempenha um importante papel no desenvolvimento do raciocinio
l16gico e da criatividade matematica. Obras como Geometry Revisited de Coxeter e Greitzer [1]] e
Charming Proofs de Alsina e Nelsen [2] enfatizam ndo apenas a resolucdo de problemas, mas a
beleza das estruturas geométricas. Entretanto, autores como Arcavi [3] ressaltam que a representacao
visual € decisiva para o aprendizado. Sob essa Otica, apesar da riqueza dessas obras impressas, elas
ainda dependem de ilustracoes estaticas.

Historicamente, a visualizacdo sempre foi uma ferramenta essencial na geometria, tradicional-
mente, figuras estdticas em papel ou quadro-negro servem como suporte para o raciocinio dedu-
tivo, porém, com o avango da tecnologia, softwares de geometria dindmica passaram a permitir a
manipulacdo de figuras e a observacao do movimento dos elementos matematicos em tempo real.
Mais recentemente, a biblioteca Mathematical Animation Engine (Manim) desenvolvida em Python
por Grant Sanderson para o canal 3BluelBrown [4] popularizou a aplicacdo da visualizacao pro-
gramatica, método que se diferencia das ferramentas tradicionais de manipulagdo direta ao construir
cenas geométricas por meio de instrugcdes de cddigo e algoritmos, permitindo assim um controle
preciso e uma estética visual que facilita a compreensao de conceitos abstratos.

Dessa forma, nosso objetivo neste artigo € investigar trés resultados classicos da geometria plana:
o Teorema de Viviani, o Ponto de Fermat e o Teorema de Napoledo. Para cada teorema, apresentamos
uma demonstracao e uma animagao feita com o Manim para auxiliar no entendimento desses teore-
mas. Além disso, mostramos como esses resultados podem ser aplicados na resolu¢ao de problemas
de competi¢cdes matematicas, como a Princeton University Mathematics Competition (PUMaC) [3]],
a International Mathematical Olympiad (IMO) [6]] e a Olimpiada Paulista de Matematica (OPM)
[7]. E importante ressaltar que as resolugdes dos problemas estio dispostas tanto em formato textual
no artigo quanto em videos animados, evidenciando a relevancia desses resultados em contextos de
alto desempenho.

E importante esclarecer que as demonstracdes utilizam conceitos de geometria euclidiana
classica, acessiveis a estudantes do ensino médio. As animagdes e os codigos-fonte utilizados neste
trabalho estdo disponiveis para consulta e download no repositorio GitHub dos autores: Codigos e
Animacoes.

A estrutura deste artigo € organizada da seguinte forma. Na Secdo 2, apresentamos brevemente
a biblioteca Manim. Na Secao 3, exploramos os trés teoremas com suas demonstracoes, aplicacoes
e visualizacoes. Na Secao 4, apresentamos as conclusdes de nosso estudo.

2 O Manim e a Visualizacao Geométrica

A visualiza¢cdo desempenha um papel fundamental na aprendizagem da matemaética, nao apenas
como um meio de ilustracdo, mas como um componente essencial do raciocinio. Zimmermann e
Cunningham [8]] a descrevem como o processo de produzir ou utilizar representacdes geométricas e
graficas para comunicar e explorar conceitos matematicos. Nesse sentido, Guzman [9] destaca que
0s conceitos matematicos sao ricos em relagdes visuais, ele argumenta que o uso de representacoes
concretas, pratica que denomina visualizagdo matematica, é uma estratégia eficaz para tornar as
abstracOes complexas da disciplina mais acessiveis.

Contudo, as representagdes estdticas apresentam limita¢des, especialmente ao lidarmos com
propriedades que se conservam durante o movimento. Em uma imagem fixa, torna-se desafiador
perceber que determinada relagdo, como a soma de distancias ou a forma de um triangulo, permanece
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inalterada enquanto outros elementos variam. A visualiza¢do dindmica supera essa barreira, tornando
evidente o que, de outra forma, exigiria um consideravel esforco de abstragao.

O Manim surge nesse contexto como uma ferramenta moderna de visualizagdo programaética.
Originalmente desenvolvida por Grant Sanderson para criar os videos do canal 3BluelBrown, a
biblioteca tornou-se um projeto de codigo aberto mantido por uma comunidade ativa [[10]. Enquanto
softwares consagrados como o GeoGebra sdo excelentes para a exploracdo interativa e também
permitem a criacdo de animagdes, o Manim se distingue por sua abordagem baseada em c6digo
Python, voltada especificamente para a produgao de videos expositivos com alto controle sobre a
narrativa visual.

Devido ao seu potencial estético, 0 Manim tem sido amplamente adotado na divulgacao cientifica
em redes sociais e plataformas de video, estabelecendo um novo padrao visual para conteidos
educativos online. A fluidez das animacgdes e a clareza do design grafico tornam os conceitos
geométricos mais atraentes, capturando a atencao do espectador, ao apresentar as transformagodes de
maneira continua e visualmente agradavel, a ferramenta facilita a assimilagcdo de ideias abstratas.

Neste trabalho, empregamos o Manim para criar visualiza¢des dindmicas do Teorema de Viviani,
do Ponto de Fermat e do Teorema de Napoledo, bem como para ilustrar as solucdes dos problemas
olimpicos abordados. O objetivo dessas animagdes € tornar os conceitos geométricos mais acessiveis,
permitindo ao leitor observar o comportamento das constru¢des em movimento e desenvolver uma
compreensao intuitiva das propriedades apresentadas.

Essa metodologia alinha-se as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [11], que,
em sua Competéncia Geral 5, enfatiza a importancia de compreender, utilizar e criar tecnologias
digitais de forma critica e significativa. No ambito da Matemética, a BNCC incentiva o uso de
recursos tecnoldgicos nao apenas para a construcao de figuras, mas também para a investigacao de
propriedades e a validagao de conjecturas, promovendo uma aprendizagem mais ativa e investigativa.

3 Teoremas escolhidos

Os trés teoremas apresentados nesta se¢do, o Teorema de Viviani, o Ponto de Fermat e o Teorema
de Napoledo, podem a primeira vista parecer resultados independentes, mas estao de certa forma,
conectados. A demonstragao do Ponto de Fermat que apresentaremos utiliza o Teorema de Viviani
como lema e refor¢a essa relacdo, por outro lado, a construgdo de triangulos equildteros externos
sobre os lados de um triangulo, essencial tanto para o Ponto de Fermat quanto para o Teorema de
Napoledo, mostra que as circunferéncias circunscritas a esses equilateros se encontram exatamente
no Ponto de Fermat, enquanto os centros dessas circunferéncias formam o Triangulo de Napoledo,
o que evidencia a ligacdo geométrica entre esses resultados. Vale salientar que normalmente esses
resultados ndo sao apresentados na literatura dessa forma.

3.1 Teorema de Viviani

Vincenzo Viviani (1622-1703) foi um matematico e cientista italiano, nascido em Florenca.
Ele é amplamente reconhecido como o dltimo discipulo de Galileu Galilei, com quem conviveu e
colaborou nos anos finais da vida do mestre em Arcetri. Essa proximidade influenciou sua carreira,
levando-o a dedicar grande parte de sua vida a preservacao e publicacdo da obra de Galileu [12].

Além de sua conexao com Galileu, Viviani trabalhou com Evangelista Torricelli, em que co-
laborou com o famoso experimento que levou a invencao do bardmetro. Na matemadtica, Viviani
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destacou-se pela reconstrucao de obras perdidas da antiguidade grega, como os trabalhos de Apolonio
e Aristeu. Em 1659, Viviani publicou a solu¢ao de Torricelli para o problema do Ponto de Fermat,
curiosamente. Essa solugdo utiliza o fato de que a soma das distancias de um ponto interior de um
tridngulo equilétero aos seus lados € constante, resultado hoje conhecido como Teorema de Viviani
[13]. Apresentamos o teorema a seguir.

Teorema 1 (Teorema de Viviani). Seja ABC um triangulo equilatero e P um ponto em seu interior.
Sejam o o o

PZ 1 AB, PX 1 BC, PY 1L AC
as distancias perpendiculares de P aos lados do triangulo ABC (Figurall).

Figura 1: Visualizagcao do Teorema de Viviani

A

B X C

Fonte: Os autores

Entao, L
PZ +PX+ PY =h,

em que h é a altura do triangulo equilatero ABC.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo equilatero de lado a e altura 4. Denotemos por
PZ 1 AB, PXL1BC, PY1AC

as distancias perpendiculares do ponto interior P aos lados do tridngulo. A partir dessas projecoes,
sao determinados os triangulos ABP, BCP e CAP, conforme ilustrado na Figura

A area do triangulo ABC, denotada por [ABC], pode ser calculada de duas maneiras. Primeiro,
usando a base BC e a altura correspondente, a qual é denotada por /, temos

a-h
[ABC] = — (D)

Por outro lado, a darea de ABC é também a soma das areas dos trés triangulos ABP, BCP e CAP
(ver Figura [2). Cada um desses tridngulos tem base igual a a (pois cada lado de ABC mede a) e
altura igual a distancia perpendicular de P ao lado correspondente. Assim,

[ABP] = & . [BCP] = & —. [CAP]:a2

2)
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Figura 2: Prova do Teorema de Viviani usando areas

A

—

B X 4 C

Fonte: Os autores

A partir de (2), obtemos:

[ABC]:[ABP]+[BCP]+[CAP]:a2 +“2 +a2 :g(PZ+PX+PY). 3)

Igualando as duas expressdes para a drea do tridngulo ABC, dadas por (1) e (3), resulta

ah a,— — —
T_E(PZ+PX+PY).

e a p
Como a > 0, podemos dividir ambos os lados por > concluimos

O

Foi construida uma animacao utilizando a biblioteca Manim para o Teorema de Viviani, que
ilustra de forma dinamica a propriedade invariante enunciada. O leitor pode escanear o Qrcode da
Figura[3] ou simplesmente clicar sob a figura para visualizar a animacao na plataforma do YouTube.

Figura 3: Animacao do Teorema de Viviani no YouTube

Fonte: Os autores

Nessa animacao, um ponto P se move livremente no interior do tridngulo equildtero, enquanto as
trés distancias perpendiculares aos lados sao representadas por segmentos coloridos. A medida que

LIMA, J. B. de; LOUREDO, A. T. Explorando teoremas cldssicos de Geometria com visualizagdo em Python/Manim e aplicagdes em problemas
olimpicos. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 27, €27008, 2026.
DOI:10.21167/cqdv27¢27008  Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd/ptgR/


https://youtu.be/Cy8eNxwt_js

" of
=
=)

P percorre diferentes posi¢oes, os comprimentos individuais de cada segmento variam mas a soma
total permanece constante e igual a altura & do tridngulo, ou seja, o espectador pode observar que,
independentemente de quao préximo P esteja de um vértice ou de um lado, a “barra” representando
a soma das distancias mantém-se inalterada. Tal constatacao visual pode preparar o terreno para o
entendimento do Teorema.

O Teorema de Viviani pode ser empregado na demonstracdao de diversos outros resultados e
aparece com frequéncia em provas de competicdes e olimpiadas de matematica. Como exemplo,
vejamos um problema da PUMaC 2013, no qual o teorema pode ser utilizado para obter a solucao.

Problema 1 (PUMaC 2013). Dados um triangulo equilatero ABC e um ponto P € I" em que I' é a
circunferéncia inscrita no triangulo ABC. Se as duas menores distancias desse ponto as laterais do
avb

triangulo sao 1 e 4, entdo o lado desse triangulo equilatero pode ser expresso como ——, em que

c
mdc(a, c) = 1 e b ndo é divisivel pelo quadrado de nenhum inteiro maior que 1. Determine a+b +c.

Solugdo. Sejam dy, d», d3 as distancias de P aos lados do triangulo ABC, com
di < dy £ ds.
Pelo enunciado, as duas menores distancias sao 1 e 4, logo
di =1, dy =4.

Denotemos por r o raio da circunferéncia inscrita ao triangulo. Como o triangulo € equilatero, o
Teorema de Viviani afirma que, para qualquer ponto interior, em particular para P, obtemos

d1+d2+d3=h,

em que & € a altura do triangulo. Por outro lado, para um tridngulo equilétero vale a relagdo h = 3r,
sendo r o raio da circunferéncia inscrita no tridngulo ABC. Assim,

a’1+d2+d3:3r = d3:3r—d1—d2:3r—5. (4)

Agora analisemos a posi¢ao de P apenas com angulos (veja a Figura4)).

Seja O o centro da circunferéncia inscrita ao tridngulo e denote por Ty, 7>,73 os pontos de
tangéncia com os lados AB, AC e BC, respectivamente. Os segmentos OT}, OT, e OT; partem de
0, sdo perpendiculares aos lados do tridngulo e formam entre si angulos de 120°. Defina x como o
angulo entre OP e OT;. Como P pertence a circunferéncia inscrita, OP = r. Seja ainda Q; o pé da
projecio de P sobre OT}, de modo que PQ, é perpendicular a OT; (e portanto paralela a AB).

A distancia de O até o lado AB vale r, a distincia até a reta s, que é paralela a AB e passa por
P (mostrada na figura[d)) vale r cosx, que ¢ a a medida do cateto adjacente do tridngulo retangulo
OQ 1P em relagdo ao angulo x. Logo QT = dy, pode ser escrito como

di=r—rcosx =r(l —cosx). 5)

Como os angulos formados pelos segmentos OTy, OT, € OT; sdo de 120°, o dngulo entre OPeOT;,
€ 120° — x. Se O, for o pé da perpendicular de P sobre OT3, o tridngulo O PQ» também € retangulo
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Figura 4: Representacdo geométrica Problema 1

C

Fonte: Os autores

em O, com OQ» = rcos(120° — x). Os segmentos ACe PQ5 sdo paralelos, logo d; €, como antes,
a diferenca r — OQ», isto &,

dy = r(l —cos(120° — x)). (6)
Usando d; = 1 na equagdo (5], obtemos
1
cosx=1-—. (7
r
Substituindo d; = 4 em () e usando o cosseno da diferenga, obtemos cos(120° — x) = —% cosx +
@ sen x,
4 1 3
1—;:—§cosx+§senx. (8)
Substituindo (7)), na equacao (8]
3r-9
senx = 9

V3r

Aplicando a relagio fundamental da trigonometria (sen” x + cos” x = 1) e usando (7)) e (9),

3r-9\? 1\?
<r 9) +(1——> =1 = 32-20r+28=0.
V3r r

Portanto
14 )
r=— ou r=2.
3

Agora usamos novamente a informacéo sobre as distancias. Da relagio (),

dz =3r—-35.
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Se r = 2, terilamos d3 = 1, e as duas menores distancias seriam ambas iguais a 1, contrariando o

enunciado. Logo,

14
r:? = d3=3r-5=09.

Assim, as trés distancias sao 1,4, 9, pela relacao de Viviani:

1+4+9=14=3r.

Por fim, em um tridngulo equildtero de lado / e raio da circunferéncia inscrita igual a r, vale

13

3r >

resultado que também pode ser obtido pelo Teorema de Viviani. Assim,

A 1_6;»_6-%_28\/3

= = — = - -
6 V3 V3 3
Como mdc(28, 3) = 1 e 3 ndo € divisivel pelo quadrado de nenhum inteiro maior que 1, as condi¢oes
do enunciado sao satisfeitas, temos que a = 28, b = 3 e ¢ = 3. Logo:

r

a+b+c=28+3+3=734.

Figura 5: Animacao do Problema 1 no YouTube

Fonte: Os autores

Uma animagao da solu¢do do Problema [I|foi disponibilizada no YouTube, para acesséd-la, basta
escanear ou clicar no QR Code da Figura[5

3.2 Ponto de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) foi um advogado e oficial do governo francés, nascido em
Beaumont-de-Lomagne. Embora sua profissao fosse na area juridica, atuando como conselheiro no
parlamento de Toulouse, Fermat € mais lembrado por suas contribui¢oes fundamentais a Matematica,
especialmente na Teoria dos Numeros e nos fundamentos do Célculo [14]. Ele manteve corre-
spondéncia com importantes matematicos de sua época, como Mersenne e Carcavi, compartilhando
suas descobertas sobre maximos, minimos, tangentes a curvas e Teoria dos Nimeros. Seu tra-
balho frequentemente envolvia desafiar outros matematicos a resolver problemas que ele ja havia
solucionado [15]].
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O famoso Ultimo Teorema de Fermat, enunciado por Pierre de Fermat no século XVII e demon-
strado apenas em 1995 por Andrew Wiles, é um dos resultados mais conhecidos associados ao seu
nome. Entretanto, Fermat também apresentou importantes contribui¢des para a Geometria, dentre
elas o Ponto de Fermat, considerado um problema classico de otimizacao na geometria plana. O
ponto de Fermat consiste no seguinte problema: dado um tridngulo, deseja-se encontrar o ponto
que minimiza a soma das distancias aos trés vértices. Veremos posteriormente que esse ponto
possui uma caracterizacdo geométrica elegante: os angulos formados pelos segmentos que ligam
esse ponto aos vértices do tridngulo sao todos iguais a 120°, desde que nenhum angulo interno do
triangulo exceda 120°. Esse problema foi proposto originalmente por Fermat em uma carta privada
a Evangelista Torricelli [13]]. Torricelli resolveu o problema, e por essa razdo, o ponto € também
chamado de ponto de Fermat-Torricelli. Vejamos alguns resultados a seguir sobre esse interessante
problema.

Teorema 2 (Existéncia do Ponto de Fermat). Dado um triangulo ABC com todos os dangulos
internos menores que 120°, existe um ponto F no interior do triangulo, denominado Ponto de
Fermat, ral que:

(AFB=(BFC = /CFA =120

Demonstracdo. Para demonstrar a existéncia, construimos tridngulos equildteros externos sobre
os lados do tridngulo ABC. Sejam ABCA’, AACB’ e AABC’ esses tridangulos. Considere as
circunferéncias circunscritas a esses equildteros, com centros respectivamente dados por P, Q e R.
As circunferéncias de centros Q e R intersectam-se em dois pontos: um deles é o proprio vértice
A, e o outro denotamos por F (Figura [6). Vamos mostrar que esse ponto F também pertence a
circunferéncia de centro P.

Figura 6: Ponto de Fermat via Tridngulos Equilateros

Fonte: Adaptado de [16]

Observe que, na circunferéncia de centro R, construida sobre o tridngulo equildtero externo ao lado
AB (AABC’), 0 arco maior AC’B possui medida 240°. Pelo Teorema do Angulo Inscrito, qualquer
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angulo inscrito que intercepta um arco tem medida igual a metade da medida desse arco. Assim,
como AC’B = 240°, o angulo inscrito correspondente satisfaz

/AFB = %AC’B = 120°.

De modo andlogo, na circunferéncia de centro Q, construida sobre o tridngulo equilatero externo ao
lado AC (AACB’), o arco maior AB’C também mede 240°. Logo,

A 1 —
LAFC = EAB’C = 120°.
Como a soma dos angulos completos em torno de um ponto € 360°, obtemos imediatamente
(BFC =360° - (120° + 120°) = 120°.

Por sua vez, a circunferéncia de centro P é circunscrita ao tridngulo equilatero ABC A’; portanto,
ela é o lugar geométrico dos pontos que enxergam o segmento BC sob um dngulo inscrito de 120°.
Como ja estabelecemos que
(BFC =120°,
segue que o ponto F pertence também a essa circunferéncia.
Assim, as trés circunferéncias circunscritas sao concorrentes no ponto F. E como, nesse ponto,
verificam-se simultaneamente

/AFB = /BFC = /CFA =120°,

concluimos que F' € o ponto de Fermat de AABC.
O]

Vale destacar que existem outras demonstracoes desse teorema na literatura matematica, con-
struidas a partir de diferentes abordagens geométricas.

Proposicao 1. Os segmentos AA’, BB’ e CC’ tém o mesmo comprimento e concorrem no ponto F.

Demonstragdo. Usaremos como auxilio a Figura[6|novamente. Primeiramente, vamos mostrar que
os segmentos t€ém o mesmo comprimento. Considere os triangulos AABA” e AC’BC. Temos
AB = C’B (lados de AABC’), BA’ = BC (lados de ABCA’) e LABA’ = /ABC +60° = £C'BC.
Pelo caso de congruéncia LAL (Lado, Angulo, Lado), AABA’ = AC’BC, logo AA = CC.
Analogamente, prova-se que BB’ = AA’. Portanto, AA’ = BB’ = CC’.

Agora, vamos demonstrar a concorréncia. Recorde que F é o ponto de intersecao das circunferéncias
circunscritas aos tridngulos equildteros externos. Considere a circunferéncia circunscrita a ABCA’.
Como F, B, A’ e C pertencem a essa mesma circunferéncia, o quadrilatero FBA’C ¢ dito ciclico.
Logo,

/BFA" = /BCA’ = 60°,

pois sdo angulos inscritos que subtendem o mesmo arco BA’.
Como ja sabemos pelo Teorema que ZAFB = 120°, temos:

LAFA = /AFB+ /BFA’ = 120° + 60° = 180°.

Isso prova que os pontos A, F e A’ sdo colineares. O mesmo raciocinio aplica-se aos segmentos
BB’ e CC’, demonstrando que as retas que ligam os vértices do tridngulo ABC aos vértices dos
tridngulos equilateros opostos concorrem em F. 0
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A seguir, demonstraremos a propriedade central que motivou a investigacao histdrica deste ponto,
ele € a solugdo para o problema de minimizar a soma das distancias aos vértices do triangulo.

Teorema 3 (Ponto de Fermat como minimo de distancia). Se F é o ponto do triangulo ABC para
o qual os angulos subtendidos sao todos de 120°, entdo, para qualquer ponto D interior ao triangulo
e distinto de F,

FA+FB+FC <DA+DB+DC.

Demonstracdo. Tracemos por A, B e C as perpendiculares a ﬁ, BF ¢ ﬁ, respectivamente. Esses
trés segmentos se encontram formando um tridngulo A’B’C’ contendo F em seu interior. Sejam
DX, DY e DZ as perpendiculares tracadas de um ponto D qualquer aos lados de A’B’C’ (Figura .

Figura 7: Figura auxiliar utilizada na demonstracido do Ponto de Fermat

B’

Fonte: Os autores

Note que o tridngulo A’B’C’ é equilatero, pois, olhando para o quadrilitero AFCB’, como LAFC =
120°, /FAB = 90° ¢ /B’CF = 90°, entdo

/CB’A =360° — 120° — 90° — 90° = 60°.

De modo andlogo, usando os quadriliteros AFBC’ e FBA'C, chegamos em /AC'B = 60° e
/BA’C = 60°. Consideremos a altura do AA’B’C’ sendo h. Pelo Teorema de Viviani,

DX+DY+DZ=h

Logo, e
FA+FB+FC=DX+DY+DZ. (10)
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Por outro lado, a menor distancia de um ponto a uma reta é sempre a distancia perpendicular,
assim

o que implica

DX +DY+DZ < DA+DB+DC.

Substituindo (10) na desigualdade acima, obtemos

FA+FB+FC <DA+DB+DC.

]

O leitor talvez se pergunte por que, antes do Teoremal[3] consideramos a configuragdo em que todos
os angulos internos de AABC sao menores que 120°. Essa hipdtese garante que o ponto obtido pela
constru¢do esteja no interior do tridangulo e satisfaca a caracterizacao angular apresentada. Quando
essa condicao nao € satisfeita, isto €, quando algum angulo interno é maior ou igual a 120°, o ponto
de Fermat deixa de ser um ponto interior equiangular. Nesse caso, conforme Simons [17]], o ponto
que minimiza a soma das distancias aos trés vértices € o proprio vértice desse angulo. Como recurso
didatico para acompanhar a construg¢do geométrica, disponibilizamos, no QR Code da Figura[§] uma
animacao construida para visualizar o ponto de Fermat apresentado anteriormente.

Figura 8: Animacao do Ponto de Fermat no YouTube

Fonte: Os autores

A animac¢do do Ponto de Fermat apresenta a construcao geométrica em etapas progressivas,
inicialmente exibindo o tridngulo ABC, em seguida construindo os trés tridngulos equilateros
externos sobre cada lado, com cores distintas para facilitar a identifica¢ao, e por fim tracando os
segmentos que formam o ponto de Fermat conforme discutido anteriormente.

O problema a seguir € oriundo da renomada IMO, edi¢ao de 2002, constando na Shortlist de
Geometria (G2).

Problema 2 (IMO 2002 - Shortlist). Seja ABC um triangulo para o qual existe um ponto interior

F tal que /AFB = /BFC = /CFA. Sejam as retas BF e CF interceptando os lados AC ¢ AB em
D e E, respectivamente. Prove que L
AB+ AC > 4DE.

A solucao apresentada a seguir foi inspirada na solucao proposta em [[18]].

Solucdo. Perceba que o ponto F é o ponto de Fermat, pois a condicio /AFB = /BFC = /CFA
implica que cada um desses angulos mede 120°, pois sua soma € 360°. Entdo podemos usar as
propriedades vistas anteriormente para esse ponto. Antes de continuar a resolu¢ao desse problema,
vamos provar um lema que precisaremos.
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Lema 1. Eado um_tridwlo DEF, sejam P e Q pontos sobre as retas F'D ) e | FE, @ectivamente,
tais que PF > ADF e QF > AEF, em que 1 > 0. Se /PFQ > 90°, entdo PQ > ADE.

Demonstragdo do Lema. Seja /PFQ = 6. Como 6 > 90°, temos cosf < 0, o que implica
—cos @ > 0. Pela Lei dos Cossenos aplicado no tridangulo PFQ, obtemos

9 _ 9 _— _
PO = PF +0F —2PF - OF cos 0
—PF +QF +2PF - OF (- cos ).

Desde que PF > ADF e QF > AEF, e sabendo que todos os termos sdo positivos (incluindo
— cos 6), podemos substituir pelas desigualdades

PQ’ > (ADF)* + (AEF)? + 2(ADF)(AEF)(~ cos )
= P(DF +EF -2DF -EF cos).
O termo entre parénteses € exatamente ﬁz (pela Lei dos Cossenos no triangulo DEF'). Logo
PO > \’DE° — PO > ADE.
Para entender visualmente o lema demonstrado, veja a Figura[9]

Figura 9: Ilustragdo do Lema Auxiliar

\

0

F D P

Fonte: Os autores

]

Voltando para a prova, sejam P e Q os pontos em que as retas BF e CF interceptam o0s
circuncirculos dos tridangulos CFA e AF B, respectivamente, como feito na Figura
Observe que o quadrildtero AFCP € ciclico, pois P estd no circuncirculo de CFA. Sabemos que o
circuncirculo do ACF A também passa pelo vértice do tridngulo equildtero construido externamente
—>

sobre AC. Além disso, a reta BF passa por esse mesmo vértice (propriedade do Ponto de Fermat).

Como P ¢ a intersecao da reta ﬁ com esse circulo (além de F), conclui-se que P é o proprio
vértice do triangulo equildtero externo. Portanto, ACPA € equildtero. Analogamente, o ponto Q
(intersecdo de CF com o circuncirculo de AF B) é o vértice do tridngulo equildtero AQ B construido
externamente sobre AB.
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Figura 10: Representacdo geométrica do Problema 2

Fonte: Adaptado de [18]]

Para aplicar o Lema com A = 4, precisamos verificar duas condi¢des: que o angulo (DFE > 90° e
que as desigualdades PF > 4DF e QF > 4EF sao satisfeitas.

Primeiro, verificamos o dngulo. Note que ZAFE = 180° — ZAFC = 180° — 120° = 60°. Analoga-
mente, ZAEFD = 60°. Portanto, /DFE = /AFE + /AFD = 120°, o que satisfaz a condi¢io angular
do Lema.

Agora, provaremos que PF > 4DF. Seja M o ponto médio de AC. O ponto P estd na mediatriz
de AC (pois ACPA ¢ equilatero). Seja P, o ponto diametralmente oposto a P no circuncirculo de
CFA. O segmento PM ¢ a altura do triangulo equllatero CPA, e M P, ¢é aflecha (segmento que une
o ponto médio da corda ao ponto médio do arco) do arco AC capaz de 120°. Sejam O o centro dessa
circunferéncia e R o raio dessa circunferéncia (circuncirculo de CFA). Como o tridangulo CPA é
equildtero e estd inscrito na circunferéncia, a distancia do centro O ao lado R, conhecida como
apétema é OM = R/2. Assim, a altura PM é a soma do raio PO = R com o apétema OM, ou seja

_ — — R 3R
PM =PO+OM=R+—=—.
2 2
Por outro lado, como P; é diametralmente oposto a P, o segmento M P, (flecha) € a diferenca entre

o raio P,0O e o apotema OM, portanto

R
MP2:P20—OM:R—§:

l\.).l =

Logo, PM = 3MP», ou seja, % = 3. Seja P; o pé da perpendicular de F em AC. Como F estd
2

no arco AC (capaz de 120°), sua distancia maxima a corda AC ocorre no ponto médio do arco, que
¢ P,. Logo, FP, < MP,.

Como PM | F_Pl (ambos perpendiculares a E) e P, D, F sao colineares, assim temos AFP;D ~
APMD. Logo

PD PM PM
DF FPq MPz

=3.
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Isso implica PD > 3DF. Somando DF em ambos os lados dessa ultima desigualdade, obtemos

PF =PD + DF > 3DF + DF = 4DF.

Analogamente, demonstra-se que QF > 4EF.
Como todas as condi¢des estao satisfeitas, o Lemal 1| garante que PQ > 4DE.
Finalmente, pela desigualdade triangular aplicada ao triangulo APQ

AP+ AQ > PQ.
Como ACPA e AAQB sao equiléteros, temos AP=ACe E = AB. Portanto

AB+ AC > PQ >

Figura 11: Solu¢do Problema 2 no YouTube

Fonte: Os autores

A resolucao deste problema da IMO Shortlist também conta com uma visualizacdo animada
disponivel no YouTube, o acesso pode ser realizado escaneando ou clicando no QR Code da Figura

1

3.3 Teorema de Napoleao

Napoleao Bonaparte (1769-1821) nasceu em Ajaccio, na Coérsega, e morreu na ilha de Santa
Helena, vitima de um cancer no estdbmago. Desde a juventude, destacou-se em matemadtica, em
que recebeu permissao para assistir as aulas de matematica antes da idade prescrita de doze anos e
rapidamente dominou geometria, dlgebra e trigonometria. Mais tarde, na Ecole Royale Militaire,
teve aulas com o Marqués de Laplace, o que reforcou sua formacao cientifica e seu apreco pelas
ciéncias exatas. Em 1797, ja reconhecido como figura publica de destaque, foi eleito membro do
Institut de France, a principal sociedade intelectual francesa, com apoio de cientistas como Laplace
e Berthollet, a partir de entdo, passou a assistir regularmente a palestras cientificas e a assinar-se,
com orgulho, como “Membro do Instituto” antes mesmo de seu titulo militar [19]. No campo
matematico, seu nome esta ligado a um belo resultado da geometria, conhecido como Teorema de
Napoledo.

O Teorema de Napoledo é um resultado cldssico da geometria que afirma que os centros dos
tridngulos equiléteros construidos externamente sobre os lados de um triangulo qualquer formam,
por sua vez, um triangulo equildtero. Embora leve o nome do imperador francés, a autoria do
teorema é motivo de debate historico.
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Segundo Griinbaum [20]], ndo existem evidéncias documentais de que Napoledo tenha proposto
ou provado o teorema. A primeira apari¢ao conhecida do resultado na literatura ocorreu em 1825,
no periddico The Ladies’ Diary, em uma questao proposta por W. Rutherford [21], sem qualquer
meng¢do ao imperador franc€s. A associagdo com Napoledo surgiu quase um século depois: a
primeira referéncia impressa conhecida ligando o nome do monarca ao teorema foi encontrada na
17* edicao de um livro didatico italiano de Aureliano Faifofer, publicado em 1911 [22].

Embora faltem provas diretas de autoria, € amplamente reconhecido que Napoledo tinha grande
interesse pela matemadtica e convivia com importantes gedmetras de sua época. Autores como
Andrew Boyd argumentam que ele possuia conhecimento geométrico suficiente para provar o teo-
rema por conta propria [23]]. Ainda que a origem exata permanega incerta, o nome de Napoledo
consolidou-se na tradi¢do geométrica, tornando-se insepardvel deste elegante teorema. A seguir,
apresentaremos um lema auxiliar e, em seguida, enunciaremos e demonstraremos o Teorema de
Napoleao.

Lema 2. Seja XY Z um triangulo equilatero de lado s, e seja O seu centro. Entdo

— — — s
OX=0Y=0Z=—.
V3

Demonstracdo. Tome M como ponto médio de YZ. Como o tridngulo é equildtero, a mediana X M
também € altura e bissetriz. Assim, pelo Teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo retangulo
XMy,

2 2
XM =% - (5) _ 3
2 4
logo
XM = #

Como o centro de um triangulo equildtero pertence a mediana e a divide na razdo 2 : 1, a partir do
vértice, resultado que pode ser consultado em Coxeter e Greitzer [[1], temos

XM:%.ﬂzi

2 V3

Aplicando o mesmo raciocinio as medianas que partem de Y e de Z, obtemos também

X =

W

— — s
oYy =07Z=—.
V3

]

Teorema 4 (Teorema de Napoleao). Seja ABC um triangulo qualquer. Construam-se externamente
sobre os lados BC, CA e AB os tridngulos equildteros ABCA’, ACAB' e AABC’, respectivamente.
Sejam P, Q e R os centros de ABCA’, ACAB’ e AABC’, respectivamente. Entdo o triangulo PQR
¢ equilatero.

Demonstracdo. Sejam L
a = BC, b=CA, c =AB.
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Além disso, sejam a, 8 e y os angulos internos do AABC nos vértices A, B e C, respectivamente.
A drea do AABC sera denotada por [ABC].

A Figura[I2]destaca os tridngulos equilateros construidos externamente e o tridngulo AQR, que
serd utilizado para calcular o comprimento de QR. Pelo Lema [2| aplicado ao tridngulo equilétero
ACAB’, como seu lado mede CA = b, temos

b

V3
Além disso, no tridngulo equilatero ACAB’, a mediana que parte de A coincide com a bissetriz do
angulo ZCAB’. Como Q ¢ o centro desse triangulo, ele pertence a essa mediana. Logo, a semirreta

E:

A_Q) divide o angulo de 60° em dois angulos iguais, € portanto
LCAQ =30°.

Do mesmo modo, aplicando o Lema [2| ao tridngulo equiladtero AABC’, cujo lado mede AB = c,
temos

AR= S

V3
Analogamente, no tridngulo equilatero AABC’, a mediana que parte de A coincide com a bissetriz

A~ —_—>
do angulo Z/BAC’. Como R é o centro desse tridngulo, a semirreta AR divide esse angulo de 60°
em dois angulos iguais. Assim,
/RAB =30°.

Figura 12: Relagdes de comprimento e do angulo 64 no Tridngulo de Napoledo

Al
a+60° < 180° « +60° > 180°
Fonte: Os autores
. . A . . ¢ - ~
Seja 84 a medida do menor angulo determinado pelas semirretas AQ e AR. Como as construgoes
—

sdo externas, o percurso angular de AR até A_Q> , que passa por AB e AC é dada pela soma

LRAB + /BAC + /CAQ =30° + a +30° =  + 60°.
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Portanto,
a +60°, se a + 60° < 180°,

360° — (@ +60°), sea+60° > 180°.

A=

O segundo caso corresponde a situagao em que o percurso indicado € o angulo maior entre as
semirretas, como mostrado na Figura Como cos(360° — x) = cos x, em ambos 0s casos temos

cos 4 = cos(a + 60°).

Quando 0° < 64 < 180°, aplicamos a Lei dos Cossenos ao triangulo AQR. Quando 64 = 180°, os
pontos 0,Ae R sdo colineares, com A entre Q e R; nesse caso, a mesma igualdade abaixo resulta
de OR = AQ + AR. Portanto,

OR = <%>2+ (%)2—2-% : %cos(a+60°).

Logo,

OF - b? + ¢ — 2bc cos(a + 60°)
- 3 :

Pela identidade trigonométrica do cosseno da soma,

cosa V3sena
2 2

cos(a + 60°) = cos a cos 60° — sen @ sen 60° =
.. . . - —2
Substituindo essa identidade na expressao de QR , obtemos

—2

b2 +C2 —2bc (M _ Vgsena)
2
OR =

2
3

Dai,

ﬁ2 3 b2 + % — becosa + V3be sen a
= 3 .

Por outro lado, pela Lei dos Cossenos em AABC,

a’ = b* +c? = 2bccos a.

Assim,
b2 +c?—a?
bccosqy = ———
2
Logo,
b>’+c?—a> a’+b*+c?
b*+c* —bccosa = b* + ¢ - =
2 2
Além disso, como a drea de AABC pode ser expressa por
bcsen
[ABC] = —

temos
bcsena = 2[ABC].
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Portanto,

—2 1 [(a*+b*+c?
OR =3 (% +2\/§[ABC]> . (11)
Agora calculamos os outros dois lados do tridngulo PO R da mesma forma. No vértice B, os centros
envolvidos sdo R e P: o ponto R € centro do tridngulo equilatero construido sobre AB, e o ponto P
€ centro do triangulo equilatero construido sobre BC. Assim,

BR=—, BP=-—2

e V3

. VR , . A -_— —_— .
e, pelo mesmo raciocinio angular usado no vértice A, o cosseno do angulo entre BR e BP € igual a
cos(B + 60°). Portanto, pela Lei dos Cossenos,

=52 _ c®+a®—2cacos(B + 60°)'
3
Como 3
cos(B +60°) = cosfB 3 sen,B’
2 2
temos
— Z+a’- cacos B+ V3ca sen
RP = 3 .

Usando b? = ¢ +a> —2cacos S e [ABC] = £ S;nﬁ, obtemos

—2 1 (az+b2+c2

RP" =3 > + 2\/§[ABC]> . (12)

No vértice C, os centros envolvidos sao P e Q. Temos

— a — b
P=—, CO=—
V3 V3
. s . A - i 4 .
e, novamente pelo mesmo raciocinio, o cosseno do angulo entre CP e CQ € igual a cos(y + 60°).
Logo, pela Lei dos Cossenos,

. 2 2 o
PQ2 _a + b” —2ab cos(y + 60 )'
3
Substituindo 3
3
cos(y +60°) = S0 _ NS

2 2

e usando ¢2 = a2 + b — 2abcosy e [ABC] = 42 5L, segue que

1 (az+l)2+c2

PO’ -

3 5 +2V3 [ABC]) . (13)

Dessa forma, de (TTJ), e (13)), obtemos
PO =QOR =RP.

Assim, PQ = QR = RP. Consequentemente, o tridngulo POR é equiltero. 0
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Neste trabalho, apresentamos o Teorema de Napoledo apenas no caso em que os triangulos
equildteros sao construidos externamente aos lados do triangulo ABC. Entretanto, o resultado
também pode ser demonstrado quando essas construgoes sao realizadas internamente.

Para visualizar que, independentemente do tamanho dos triangulos equilateros construidos sobre
as arestas do triangulo ABC, o triangulo formado € equilatero, foi construida mais uma animacao
com o0 Manim que pode ser consultada na Figura

Figura 13: Animacao do Teorema de Napoledo no YouTube

Fonte: Os autores

Essa animagao comega com um tridngulo ABC qualquer e, em seguida, os trés triangulos
equildteros sdo construidos sobre os lados, e seus centros P, Q e R sdao marcados. Depois disso,
os segmentos PQ, OR e RP sio tracados, formando o Tridngulo de Napoledo. Visualmente,
fica evidente que esse tridngulo € equildtero, mesmo que o triangulo original seja completamente
assimétrico. Uma variacdo interessante da animacdo exibe os vértices do tridngulo original se
movendo continuamente, permitindo observar que, independentemente da deformacao aplicada, o
tridngulo central permanece sempre equilétero.

Vejamos agora um problema olimpico da OPM, nivel .

Problema 3 (OPM 2016). Considere um triangulo ABC e triangulos equilateros ABD, BCE e
CAF construidos externamente sobre seus lados. Sejam O, O, e O3 os centros dos triangulos
BCE, CAF e ABD, respectivamente. Construimos sobre o lado BE o triangulo GEB congruente
ao tridgngulo ABC e sobre o lado BG mais um tridngulo equildtero BGH de centro 0.

Figura 14: Ilustracao OPM 2016 - Problema 3

Fonte: Os autores, com base em OPM 2016
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a) Prove as seguintes congruéncias de tridngulos: AO2AO3 = AO,BO3e AO2CO| = AO,BO.

b) Prove que 102(510’2 = 1020A30’2 = 120°. Vocé ndo pode usar que o triangulo 010,03 é
equilatero. Nos ndo demonstramos isso ainda!

c¢) Conclua a demonstracdo do Teorema de Napoledo provando que AO10,03 é equilatero.

Figura 15: Solucdo Problema 2 no YouTube

Ob¥a0

[=]

Fonte: Os autores

Uma animagao didéatica da solu¢do do problema da OPM estd disponivel no YouTube. Para
assisti-la, basta escanear ou clicar no QR Code da Figura A seguir, apresentamos a solu¢ao
escrita.

Solugdo. Vamos adotar a nota¢@o dos angulos internos do tridngulo ABC como A, B,C. Observe
que, pela construg@o, O € o centro de BCE (construido sobre BC), O; € o centro de CAF (construido
sobre AC) e O3 € o centro de ABD (construido sobre AB)

Para o item a), ou seja, demonstrar a congruéncia AO>,AO3 = AO’ZBO 3, observamos inicialmente

que O3 é o centro do tridngulo equildtero ABD, o que implica que os segmentos O3A e O3B sdo
congruentes. Além disso, conforme informa o enunciado, o tridngulo G E'B € congruente ao tridngulo
ABC, de modo que o segmento BG é congruente ao segmento AC. Como os tridngulos equildteros
BGH e CAF sio construidos sobre segmentos de mesma medida (BG e AC, respectivamente), eles
sdo congruentes. Sendo O3 e O, os respectivos centros desses tridngulos, temos que 0,A = OB

Analisando os Angulos, temos que o segmento O, A bisseta o dngulo interno ZCAF, e 03 A bisseta
o angulo interno ZBAD. Assim, /0,AO03 = LO2AC+ /CAB+ /BAO3 =30°+A+30° = A+60°.
Para o angulo £ 0’2303, analisamos a soma dos angulos em torno do vértice B, que deve ser 360°.

Considerando a decomposi¢io em sequéncia ao redor de B, temos os seguintes angulos: ZABC = B,
LCBE =60°, L.EBG = C (pela congruéncia AGEB = AABC), /.GBH = 60° e /DBA = 60°.
O angulo restante é

LHBD =360° — (B +60° + C + 60° + 60°) = 360° — (180° + B + C).
Como B + C = 180° — A, segue que
/HBD =360° — (360° — A) = A

O angulo 10’2303 ¢ a soma dos angulos adjacentes AO’zéH, (HBD e /DBO3. Como B_O’2 e BO3
sao bissetrizes dos angulos internos de 60° dos tridngulos equildteros BGH e ABD, respectivamente,
temos £0%,BH =30° e .DBO3 = 30°.
Logo,

L05B03=30°+A +30° = A +60°.
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Portanto, pelo caso Lado-Angulo-Lado (LAL), os tridngulos sdo congruentes. Para a segunda
congruéncia, AO,CO| = AO’2801, o raciocinio € similar.

Para o item b), utilizamos as congruéncias demonstradas anteriormente. Da congruéncia
AO»AO3 = AO’2B03, temos a igualdade dos angulos correspondentes AA(5302 = AB(530’2. Como

03 é o centro do tridngulo equildtero ABD, os segmentos @ e 0_38 sao bissetrizes dos angulos
internos de 60°. Logo, no tridngulo AAO3B, os angulos da base medem 30°, implicando que o
angulo do vértice é ZAO3B = 180° — 30° — 30° = 120°. Observando a Figura vemos que o
segmento O30 € interior ao angulo AA(53B, permitindo escrever 1A03B = 1A0302 + 102033.
O angulo que desejamos calcular é 402030’2. Pela posi¢dao dos pontos, este angulo € a soma

£0,03B + AB(530’2. Substituindo ABOA30’2 por £LAO303, obtemos:

£0,030) = £0,03B + LAO30; = LAO3B = 120°.

De maneira andloga para o vértice O, a congruéncia AO,CO| = AO’zBOI implica /CO 102 =
/B0 0). O angulo central do tridngulo BCE ¢ /CO1B = 120°. Decompondo este angulo, temos
LCOB = £C0O107 + £0O201B. O angulo 102010’2 ¢ formado pela soma adjacente /0,01B +
/B0 0), dai substituindo 2 BO 0/, por ZC0O10>, concluimos:

£0,0,05 = £0,01B +£C0O,0, = LCO\B = 120°.

Para o item c), a demonstracao de que o tridngulo AO 10,03 € equilatero ja foi realizada neste
artigo, na demonstracao do Teorema de Napoledo. Alternativamente, pode-se utilizar os resulta-
dos dos itens a) e b) para estruturar a prova por um caminho diferente. Considere o quadrilatero
01050303, agora utilize o fato de que os tridngulos 40,0307, € 00,00/, sdo is6sceles (con-
sequéncia do item a) com angulos de vértice de 120° (item b). Calcule os dngulos da base desses
tridngulos para determinar a medida do 4ngulo £030,01, e depois aplique o mesmo raciocinio para
os outros vértices O e O3 para concluir que todos os angulos internos medem 60°. [

4 Conclusao

Neste artigo, exploramos trés teoremas classicos da geometria euclidiana, o Teorema de Vi-
viani, o Ponto de Fermat e o Teorema de Napoledo, sob uma perspectiva que combina matemética
com visualiza¢do computacional, as demonstragdes apresentadas ilustram a eficiencia das técnicas
geométricas tradicionais, enquanto as animacgoes desenvolvidas com a biblioteca Manim oferecem
uma nova dimensao de compreensao.

A utilizagdo de ferramentas de visualizacdo programatica, como o Manim, representa uma
evolugdo significativa no ensino e na comunicacdo da matemdtica, que diferentemente de fig-
uras estdticas, as animacoOes permitem observar propriedades invariantes em acdo, construcoes
geométricas passo a passo e o surgimento de padroes que seriam dificeis de perceber de outra
forma. Dessa forma, essa abordagem pode acelerar o desenvolvimento da intuicdo geométrica,
complementando o estudo tedrico tradicional.

A andlise dos trés teoremas mostra que, embora surjam em contextos distintos, todos t€ém em
comum o uso do triangulo equildtero. A versdao apresentada do Teorema de Viviani é formulada
diretamente nesse tipo de triangulo, relacionando um ponto interno as distancias até os lados. Con-
struindo triangulos equilateros sobre os vértices de um tridngulo qualquer, obtém-se uma construcao
que permite identificar o ponto cuja posi¢ao torna minima a soma das distincias até os vértices,
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conhecido como Ponto de Fermat. De modo semelhante, o Teorema de Napoledao também pode se
basear na construcao de equildteros externos, cujos centros formam outro triangulo equilatero. As-
sim, percebe-se que esses resultados, mesmo partindo de situagoes diferentes, revelam propriedades
interessantes obtidas por meio de construcoes simples.

Além disso, a discussdo dos problemas olimpicos (PUMaC, IMO Shortlist e OPM) demonstrou
a aplicabilidade pratica e a profundidade desses teoremas. A resoluciao desses desafios exige nao
apenas o conhecimento dos enunciados, mas também a capacidade de reconhecer as estruturas
geométricas e aplicar as propriedades de forma criativa. Isso reforca a importancia de estudar a
geometria cldssica ndo apenas como um conjunto de fatos isolados, mas como uma ferramenta
poderosa para a resolug¢do de problemas.

Concluimos que as animagoes produzidas no Manim podem contribuir significativamente para
o entendimento desses teoremas e problemas apresentados, sobretudo por sua natureza visualmente
estética, dinamica e altamente personalizavel, pois como se trata de uma ferramenta programatica, o
usudrio tem liberdade para construir cada cena da maneira que julgar mais adequada, ajustando cores,
movimentos, tempos, destaques e estruturas geométricas conforme suas necessidades didéticas ou
investigativas. Essa caracteristica permite representar ideias abstratas de forma clara, favorecendo
tanto a intuicdo quanto a compreensao formal dos resultados apresentados. Esperamos que este
trabalho incentive estudantes, professores e entusiastas da matematica a explorar as possibilidades
oferecidas pelas modernas ferramentas de visualizacdo, integrando tecnologia e rigor tedrico sem
perder de vista a elegancia que sempre acompanhou a geometria cléssica.
Agradecimento: Os autores agradecem aos revisores por suas valiosas observacoes e sugestoes, as
quais tornaram o artigo mais claro e didatico.
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