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Um estudo matematico sobre o movimento do
péndulo simples

A mathematical study on the motion of the simple pendulum

Resumo

Temos por intencdo apresentar neste artigo, uma breve
descri¢ao histdrica sobre os péndulos, sendo este instrumento
muito mais antigo do que geralmente se supoe. A seguir vamos
apresentar uma deducdo da lei do isocronismo do péndulo sim-
ples, que € uma das leis fundamentais que regem o movimento
deste tipo de dispositivo. Para além disso, faremos um estudo
a respeito da equacgao diferencial do péndulo simples que para
pequenas oscilagdes, podemos tomar a aproximacao sin 6 = 6,
0 que a transforma na tipica equacao diferencial do oscilador
harmonico simples, cuja solugdo geral pode ser facilmente de-
terminada. Vamos estudar, o quao boa € tal aproximacdo,
faremos implementagdes por aproximagdes para o periodo do
péndulo por séries de poténcias, objetivando melhorar a pre-
cisao do periodo. Além disso, estudaremos a dinamica do
péndulo simples e serd feita uma busca da solucao exata para
resolver a equagdo diferencial nao-linear do péndulo, o que leva
a ndo mais nos restringirmos a solugdes aproximadas.
Palavras-chave: péndulo simples; equacdes diferenciais;
aplicacoes das equagdes diferenciais; sistemas fisicos; osci-
lador harmonico simples.

Abstract

In this article, we intend to present a brief historical description
of pendulums, an instrument much older than is generally assu-
med. Next, we will present a derivation of the law of isochro-
nism for the simple pendulum, which is one of the fundamental
laws governing the motion of this type of device. Furthermore,
we will study the differential equation of the simple pendulum
where, for small oscillations, we can apply the approximation
sin @ =~ @, transforming it into the typical differential equation
of the simple harmonic oscillator, whose general solution can
be easily determined. We will examine the validity of this
approximation and implement power series approximations for
the pendulum’s period, aiming to improve its precision. Additi-
onally, we will study the dynamics of the simple pendulum and
seek the exact solution to the non-linear differential equation,
allowing us to no longer be restricted to approximate solutions.
Keywords: simple pendulum; differential equations; applica-
tions of differential equations; physical systems; simple harmo-
nic oscillator.
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1 Introducao Historica

Os péndulos simples sao instrumentos usados hé bastante tempo. Desde a Antiguidade, vemos
algumas explanacgdes filosoficas e religiosas a respeito desse instrumento; porém, nao se sabe com
precisao como e quando ele passou a ser considerado para fins cientificos [1, 2]. Hoje, o péndulo
simples € um exemplo cldssico de oscilador harmonico simples em Fisica. Mas o seu uso na
ciéncia, de forma ampla, foi relativamente tardio, ndao tendo comecado antes do Renascimento
europeu, no inicio da ciéncia moderna, figuras como Galileu Galilei (1564—1642) e, posteriormente,
Christiaan Huygens (1629-1695) e Isaac Newton (1642—-1727), entre outros estudiosos, fizeram uso
dos péndulos em suas respectivas obras com objetivos cientificos.

N3ao hd indicios que digam quem foi o primeiro estudioso a introduzir o uso dos péndulos como
instrumentos tedricos e praticos na ciéncia da mecanica. Historicamente, os péndulos sao usados
desde a antiguidade, em diversas culturas antigas. Os péndulos tinham utilidade como parte de rituais
mitolégicos e religiosos e como forma de adivinhar o futuro, ou mesmo para rituais de hipnose. Ha
registros de amuletos com pequenas pedras presas na extremidade de cordas, sendo os primeiros
péndulos, na maioria dos casos, um dispositivo simples, frequentemente um peso suspenso por uma
corda ou corrente, € esses instrumentos tinham variadas fun¢des em certos rituais religiosos. De
acordo com [1], hé evidéncias de seu uso em vérias civilizagoes.

Em vérias culturas antigas, acreditava-se que o péndulo servia como um canal entre os mun-
dos fisico e espiritual. Acreditava-se que seu balango suave e ritmico era influenciado por forgas
invisiveis, fornecendo respostas do divino ou do sobrenatural. Essa prética, conhecida como ra-
diestesia pendular, envolvia interpretar a direc¢do, a velocidade e o padrao do balango do péndulo
para obter orientacao, descobrir verdades ocultas ou tomar decisdes. Os egipcios, por exemplo,
eram conhecidos por usar péndulos em seus ritos e cerimonias religiosas [1]. Eles acreditavam que
o movimento do péndulo poderia revelar mensagens divinas ou auxiliar na comunica¢ao com 0s
deuses. Da mesma forma, na China antiga [3], péndulos eram usados para geomancia, um processo
de adivinhagao que decodifica marcas no solo ou os padrdes criados por punhados de pedras ou areia
arremessados. O péndulo era usado para determinar o fluxo de chi (energia vital) e para tomar de-
cisoes sobre locais de sepultamento, localizacao de templos e outros arranjos espaciais importantes,
de acordo com os principios do Feng Shui [1].

Na Idade Média, os péndulos ainda continuaram a ser usados como dispositivos religiosos,
porém, ja ndo era mas uma pritica tao comum, pois, na antiguidade, os pé€ndulos eram usados
principalmente pelos povos de culturas pagas, como os egipcios, mesopotamios, persas € chineses.
Entretanto, tais rituais eram muito mal vistos pela cultura religiosa crista. O primeiro uso cientifico
dos péndulos foi registrado na China Antiga [3]. H4 evidéncias documentais de um dispositivo, um
sismografo primitivo, que havia sido construido pelo cientista chin€s Zhang Heng (78-139 d.C.),
que usava uma espécie de péndulo simples — um peso suspenso por uma corda; e, caso ocorresse
um terremoto, este acionava um mecanismo que indicava a direcao do tremor [3].

Mas o estudo cientifico efetivo do dispositivo nao ocorreu na Antiguidade, nem na Idade Média,
tal estudo s6 veio a ocorrer definitivamente na era moderna. Segundo [2, 4], Galileu iniciou seus
proprios estudos matemdticos ao investigar o isocronismo das oscilacdes pendulares, em que o
periodo de oscilagdo de um péndulo € independente da sua amplitude (para pequenas oscilacoes
apenas). A lei do isocronismo dos péndulos é muitas vezes creditada a Galileu [2].

As potencialidades dos péndulos como instrumentos cientificos foram reconhecidas primeira-
mente por Galileu Galilei (1564—1642), que, com base em seus experimentos, propiciou o que hoje
€ reconhecida como uma das primeiras aplicacoes dos péndulos [2, 5]. Relatos historicos descrevem
que Galileu, quando ainda era estudante de medicina em Pisa, teria observado o movimento de um
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candelabro na Catedral de Pisa e, fazendo estimativas com o seu préprio pulso, chegou a pensar que
aquele tipo de movimento pendular tinha alguma regularidade, um padrao [1]. Porém, posterior-
mente, com base em experimentos mais aprimorados, ele chegou a descoberta do isocronismo dos
péndulos, isto €, ele descobriu que o periodo das oscilagdes permanecia 0 mesmo, muito embora
sua amplitude fosse diminuindo [6], ou, dito de outra forma, o periodo de oscilacao de um péndulo
independe da sua amplitude [7, 8], isso para pequenos angulos de oscilagdo, quando sin, 6 =~ 6.
Sabemos, também, que o periodo de oscilacdo do péndulo é independente da massa da particula
suspensa no fio [8].

O instrumento tinha como principal aplicagdo a cronometragem do tempo e, essa aplicacao
foi logo notada pelos estudiosos, que logo perceberam que o movimento oscilatério e regular dos
péndulos é uma propriedade muito interessante para a medi¢dao do tempo [2, 4]. Entre os séculos
XVI e XVII, ainda ndao haviam meios precisos para a medi¢ao do tempo,

A medicao precisa do tempo era extremamente importante para a navegacao.
Nessa época, a medicao de latitudes era feita com boa precisao, diferentemente
da medicdo de longitude. Tal necessidade despertou o interesse de cientistas,
como Galileu Galilei (1564-1642), Giovanni Dominique Cassini (1625-1712),
Christiaan Huygens (1629-1695), Isaac Newton (1642—-1727), entre outros.
Governos de paises como a Espanha e a Holanda ofereciam grandes prémios
para aqueles que resolvessem satisfatoriamente o problema da medig¢do de
longitudes [4].

Apesar de Galileu ser amplamente reconhecido por ter estudado os péndulos e por ter ele sido o
pioneiro a propor um tipo de relégio de pé€ndulo, ndo foi ele o primeiro a propor qualquer instrumento
cientifico com o uso de péndulos. De acordo com relatos historicos, por volta de 1602, o médico
italiano Santorio Sanctorius (1561-1636) foi o primeiro a construir um pulsilogium, um péndulo
de comprimento padrao destinado a medir as pulsacOes de pacientes em hospitais, ou seja, um tipo
de péndulo usado para medir batimentos cardiacos, sendo este considerado o primeiro dispositivo
médico da histéria [9]. Santorio nasceu em 29 de margo de 1561 em Capodistria, na atual Eslovénia.
Sua mae, Elisabetta Cordoni (ou Cordonia), era uma nobre de uma familia da fstria, e seu pai,
Antonio Sanctorius, era um nobre de Friul que trabalhava para a Republica de Veneza como chefe
de artilharia da cidade. Isso, posteriormente, levaria a familia a se mudar para Veneza.

Santorio foi educado em sua cidade natal e continuou os estudos em Veneza antes de ingressar
na Universidade de Pddua em 1578, onde obteve o diploma de medicina em 1585. Atuou como
médico pessoal de um nobre croata de 1587 a 1594 e estabeleceu uma clinica médica em Veneza,
onde conheceu Galileu [9]. Seu pulsilogium antecedeu invengdes similares de Galileu Galilei, Paolo
Sarpi (1552-1623) e Giovanni Francesco Sagredo (1571-1620), que sao também possiveis inventores
deste instrumento ao lado de Santorio.

Mas, talvez, a maior das aplicacdes dos péndulos esteja voltada para a cronometragem do tempo,
sendo os seus principios usados para a construcao dos reldégios mecanicos, mais conhecidos como
relogios de péndulo. A isso, o primeiro reldgio de péndulo patenteado foi o relégio de Christian
Huygens (1629-1695) que, por volta de 1656, conseguiu aperfeicoar as suas ideias e construir o
que seria um dos primeiros reldgios de péndulo, em que o instrumento era constituido basicamente
por um péndulo e um conjunto de engrenagens que permitiam o funcionamento, juntamente com
contrapesos [1]. Apesar do fato desses relogios terem de ser regulados de tempos em tempos, ainda
assim, a sua inven¢ao foi um avango muito importante para o desenvolvimento das ci€ncias e a forma
como se media o tempo.

Os reldgios no tempo de Galileu, que eram regulados por uma vara horizontal e um peso,
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revelam que a ideia de movimento oscilatério ja estava sendo aplicada de forma rudimentar, esses
mecanismos, embora tentassem seguir um padrao repetitivo como o pé€ndulo, ndo eram precisos. O
sistema de vara horizontal movida por um peso e com pequenos ajustes de peso, ndo era suficiente
para garantir uma medi¢do confidvel do tempo, esse tipo de relogio ainda dependia muito da
habilidade de quem o ajustava e tinha um desempenho inconsistente, dado que era frequetemente
necessario recalibra-lo.

Figura 1. Sanctorius Sanctorius (1561-1636) considerado por alguns

como inventor do primeiro instrumento cientifico usando péndulo.

Fonte: [10].

Galileu foi um dos primeiros a usar o péndulo para a cronometragem [1]. Ele reconhecia o
potencial do péndulo como um mecanismo regulador de tempo e tentou, de forma pioneira, criar um
crondmetro astronomico, mas nao chegou a desenvolver um relégio de péndulo funcional que fosse
confidvel o suficiente para medir o tempo com precisao, muito disso, devido a certos conhecimentos
matemadticos e técnicos que ele nao dispunha nessa época. Segundo [4],

Huygens refinou a teoria pendular de Galileu; ele estudou problemas relacio-
nados a construgdo de relégios por quase 40 anos, de 1656 até 1693. Galileu
havia sugerido, em 1636, acoplar um contador ao péndulo, porém tentou fazé-
lo somente em 1641, falecendo em 1642. Assim, a prioridade da patente foi
concedida a Huygens [4].

Entdo, foi Huygens o primeiro cientista moderno a construir um reldgio de péndulo funcional.
Ha vérios principios, tanto fisicos como matematicos e, também de engenharia, que Huygens teve
que aperfeicoar para chegar ao seu instrumento, sendo que, em 1656, ele inventou o relégio de
péndulo e o patenteou em 1657 [1].

Parece curioso que a propriedade dos péndulos de balangar em tempos iguais (isocronismo) nao
tivesse sido aplicada muito antes de Galileu na cronometragem e usada em investigacoes cientificas.
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Ha algum tempo, dizia-se que um astronomo drabe da Idade Média, Ibn Yunus (950-1009), teria
estudado algumas propriedades dos péndulos e descoberto a lei do isocronismo dos péndulos, mas
nao ha evidéncias consistentes sobre isso [2]. Os reldgios, na época de Galileu, eram regulados por
uma vara horizontal, impelida para a frente e para tras através de um pequeno angulo por um peso
ligado a um fio, tal como os péndulos, mais tarde, eram mantidos a balangar em reldgios de péndulo.
A velocidade desses relogios podia ser ajustada movendo pequenos pesos suspensos da vara, mas
nunca eram de confianca devido a sua volatilidade [5].

Um problema que ainda nao havia sido plenamente resolvido no século XVII era a questao do
movimento dos péndulos [2]. Claro que tanto Galileu como Huygens foram bastante longe no estudo
dos péndulos, como a lei do isocronismo dos péndulos, dentre outras propriedades matematicamente
verificdveis. Ainda restava a questdo da descricao das equagdes do movimento de um péndulo
simples e, a teoria para descrever este tipo de fendmeno s6 surgiria apés o estabelecimento do
calculo diferencial e integral por Newton e Leibniz, no final do século XVII [2]. Foi apenas
com o aparecimento do cdlculo que os primeiros problemas envolvendo equagdes diferenciais se
tornaram possiveis de serem solucionados. Em 1734, o fisico e matematico suico, Leonhard Euler
(1707-1783) apresentou, pela primeira vez na histdria, a equagao diferencial do péndulo e, foi ele o
primeiro a dar solucdes para ela.

2 A equacao geral do péndulo simples

Considere uma particula de massa m suspensa por um fio inextensivel de comprimento L, preso
por uma de suas extremidades em um suporte fixo O no teto, enquanto a outra extremidade sustenta
0 pequeno corpo de massa m. Neste caso, as dimensdes do fio sdo despreziveis com relagao ao seu
comprimento. O sistema constituido pela particula de massa m e pelo fio L € denominado péndulo
simples. Como ilustrado na Figura 2, podemos destacar o eixo OB, o qual denominaremos de eixo
de oscilacao; a curva ABC, correspondente a um arco de circunferéncia de raio L; o angulo 6 €
formado pela corda e o eixo OB. O ponto B é chamado de ponto de equilibrio estavel, pois, quando
deslocado de sua posi¢do inicial (de equilibrio), o corpo tende a retornar a sua posicao original,
veja [11]. Ademais, definimos que € é medido a partir da vertical, onde 8 é positivo no sentido
anti-horario.

O sistema inicialmente encontra-se em repouso, estando a particula na posi¢dao do ponto B, se o
corpo for descolado de sua posi¢do de equilibrio, entdo, o sistema entra em movimento que se d4 ao
longo da curva ABC, sendo os pontos A e C as amplitudes do movimento pendular. Este movimento
€ caracterizado por uma oscilagdo em torno do ponto de equilibrio B e, sendo um movimento
regular, existe um periodo 7', chamado de periodo de oscilacdo que € o tempo que o péndulo leva
para completar um ciclo completo que € realizar uma volta completa (ida e volta) no arco ABC.

O péndulo € sujeito a duas forcas principais, 0 peso P, que pela segunda lei de Newton, podemos
escrever, P = mg, que atua para baixo, onde m é a massa do objeto e g é a aceleragdo da gravidade,
a outra forca € a tensdo ou tragao T, que age ao longo da corda. Para a dinamica do péndulo, nos
concentramos na for¢a de gravidade que gera o peso, que € efetivamente a causa do movimento de
oscilacao, que € aquele que caracteriza estes instrumentos.

O peso P do corpo de massa m € decomposto em suas componentes tangencial P” e normal P
Pelo tridngulo retangulo DAE da figura 2, este nos permite escrever a seguinte relagdo entre o peso
Peasua componente 13”, em modulo, tem-se que, P” = P - sin .
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Figura 2. Um péndulo de comprimento L e massa m se desloca numa trajetéria que cobre o arco
ABC, a lei do isocronismo vale para pequenas oscilagdes. O diagrama abaixo representa as forcas

no movimento do péndulo.

P E

Fonte: autor.

Porém, ao invés de usar o sistema de coordenadas radial como destacado na Figura 2, vamos
usar o sistema cartesiano e, para isso, iremos decompor a tragao nas componentes X e y, deste modo,
observe a Figura 3, a seguir.

Figura 3. Decomposicdo da tracdo da corda em suas componentes cartesianas.

Fonte: autor.

Nesta figura, tem-se que o péndulo estd em movimento e se encontra na posi¢do P(x, y), podemos
escrever as seguintes relacoes entre as componentes: 7, = T -sinf e T, = T - cos§. Conforme
podemos observar pela Figura 3, o sistema possui apenas a componente a,, sendo que a componente
referente ao eixo y, ay, € nula, pois a forga resultante, F, = T, se anula com o peso na vertical. E,
deste modo, usando a segunda lei de Newton, podemos escrever as seguintes relacoes,

—T -sinf =m - ay, (1)

T-cos@-mg=m-a, = T-cosf—-mg=0.

LEMOS, L. S.; TAKIYA, C. Um estudo matematico sobre o movimento do péndulo simples. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica,
Bauru, v. 27, €27010, 2026.
DOI:10.21167/cqdv27¢27010  Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd/ptgR/




" of
=
=)

Na relagdo (1), o sinal negativo aparece devido ao fato de a for¢a Fy, que € a resultante do
movimento, apontar sempre no sentido contrario ao movimento do péndulo, isso se deve basicamente
da orientagao dos eixos. Note que a for¢a que age nesse sistema pendular € do tipo restauradora, pois
ela sempre busca retornar ao ponto de equilibrio, esta for¢a € uma caracteristica fisica do sistema em
questdo. Como bem o sabemos, em todo sistema oscilatdrio existe um tipo de forca restauradora,
como € o caso do sistema massa-mola, o movimento ondulatério, entre outros. Agora faremos uso
da seguinte aproximacao, isto é, vamos considerar que o movimento do péndulo se d4 para angulos
pequenos, 6 ~ 0. Quando fazemos isso, observe que, tomando a aproximagao 6§ << 1, teremos que
a equacao T - cos@ — mg = 0O resulta em T =~ mg, podendo aproximar para a igualdade 7 = mg.
Neste caso, sendo a aceleragdo resultante do movimento dada por a,, podemos escrevé-la como
a, = d*x / dr? e, entio, substituindo as consideragdes que fizemos em (1), temos que,

0 d*x
—mg-sinf@=m-|—|,
§ dt?

d’x + inf =0
— -sinf = 0.
az " ¢
Pelo triangulo retaingulo AO PQ da Figura 3, podemos escrever sinf =~ x/L e, substituindo na
relacdo anterior, tem-se que,

d2
Cr 8= 0,
drr L
d*x
Trwpx =0, wp= % )

Esta equacdo diferencial pode ser chamada de Equacao Diferencial do Péndulo Simples para
pequenas oscilagdes e, como podemos notar, a mesma se trata da equacao que descreve o movimento
do Oscilador Harmonico Simples (MHS). Tal relagdo se trata de uma equacdo diferencial linear de
segunda ordem, x” + w%x = 0, tendo como equacdo caracteristica, r + wg = 0, cujas as raizes
sdo: r = +iwg. Para equagdes diferenciais lineares homogéneas de segunda ordem com raizes
caracteristicas complexas, a solucao geral é dada por,

x(1) = ¢y - coswpt + ¢3 - sin wot.

Fazendo A = 1/c% + c%, cir=A-cos¢pecy=—A"-sing, sendo ¢, o chamado angulo de fase,
com isso, teremos,

x(t) =A-cos¢-coswot — A -sing - sinwyt
Pelo uso da identidade trigonométrica do cosseno da soma, chegamos a,

x(t) = A - cos (wt + ¢) 3)

E, portanto, esta € a solu¢ao da equacao diferencial do péndulo simples [7, 8, 12], para a situagao
em que temos a aproximacdo # =~ 0. Como no MHS, w representa a velocidade angular que é
w =2n/T, logo,
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E a frequéncia do movimento € tal que,

1 1 g

U ra'r

Portanto, o periodo do péndulo simples independe do angulo 8, isso € precisamente a chamada
Lei do Isocronismo do Péndulo que Galileu esteve tio empenhado em provar durante as suas
pesquisas sobre os péndulos. Entretanto, ela nao € uma lei geral, sendo vélida apenas para pequenas
oscilagoes do péndulo [7, 8]. Experimentalmente, pode ser comprovado que ndo vale a lei do
isocronismo, se nao admitimos a aproximacao 6 ~ 0 [7, 8, 11, 12].

3 Dinidmica do péndulo simples

C0n51dere a Figura 2, podemos identificar duas forg:as associadas ao sistema pendular, a saber, a
forca peso Pea tracao no fio T. A forga tangencial P’éa responsdvel pela aceleragdo do péndulo,
enquanto a componente radial da forca Péa parte da forca gravitacional que estd alinhada com
a direcdo do fio; € ela a responsavel por manter o péndulo “preso” a trajetéria circular. Quando
falamos da componente radial da forca, estamos nos referindo a componente do peso que atua ao
longo da direcao do fio, ou seja, ao longo da linha que conecta o péndulo ao ponto de suspensao.
Podemos dizer que a forca radial, nesse sistema, se trata da forga centripeta. A for¢a centripeta tem
a funcao de manter o movimento circular do péndulo pois, como ele se move ao redor de um ponto
fixo com uma distancia sempre constante L em relagdo a este, seu movimento € circular. Pela Figura
2, escrevemos que o médulo da forca radial € tal que,

P’ =mg - cosé.

A componente tangencial € a parte da for¢a gravitacional que age na direcdo tangencial ao
movimento do péndulo, ou seja, ao longo do arco da trajetoria circular. Ela € a responsavel por
causar a aceleracdao do péndulo ao longo desse arco e, portanto, é a forca que gera o movimento
oscilatério. Quando o péndulo estd na sua posi¢dao mais distante em relacdo ao ponto de equilibrio
e, consequentemente, com o maior valor de 6, a componente tangencial € maior e o péndulo comeca
a descer, acelerando em dire¢ao ao centro. Quando o péndulo passa pela posi¢ao vertical (ponto
B), a componente tangencial se anula e a aceleracdo tangencial € zero; contudo, a velocidade
tangencial € maxima nesse ponto. Ap0ds passar pela posicao de equilibrio, o péndulo continua
seu movimento devido a sua inércia, mas agora a componente tangencial se inverte, come¢ando a
desacelerd-lo a medida que ele se aproxima do ponto mais afastado do outro lado, tal processo se
repete periodicamente [7, 11, 13].

Esse ciclo de aceleragao e desaceleracdo é o que gera o movimento oscilatério do péndulo, que
se configura pelo movimento de ida e volta em torno do ponto de equilibrio. De acordo com a Figura
2, 0 modulo da componente tangencial € dado por,

P” =mg -sind.
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Associada a cada uma das componentes da forca, existe uma certa aceleracdo. Estas sdo a
aceleracdo radial, que € a aceleragao centripeta a., que aponta para o ponto de fixacao do péndulo
e, € responsavel por mudar a dire¢ao da velocidade durante o movimento, e a aceleracao tangencial
a;. Esta ultima estd associada a variagdao do modulo da velocidade do péndulo ao longo da sua
trajetoria, a, € aceleragdo responsavel pela mudanca da velocidade, ou seja, pela aceleracao ou
desaceleracdao do movimento, estando relacionada a componente da forca gravitacional que atua ao
longo da direcao tangente a trajetdria.

A aceleracdo tangencial é tangente a trajetéria e atua na mesma dire¢ao da velocidade quando o
corpo esta acelerando e, na direcao oposta quando estd desacelerando. Na Figura 4, encontramos
uma representacao das componentes radial e tangencial da aceleracao do péndulo. Pela segunda lei
de Newton, a forca resultante na dire¢do tangencial é dada por,

Fr=mg-sm@=m-a, — a;=g-sinb. @

Figura 4. Representacdo esquematica das aceleracdes radial e tangencial,

sendo que a aceleragao resultante aponta na direcao do eixo x.
(@]

=

Fonte: autor.

Para encontrar a aceleracido centripeta € ttil considerar o seguinte raciocinio. Considere o
péndulo sendo deslocado para a posi¢ao mais alta em relacao ao ponto de equilibrio, ponto A. Se o
péndulo for deixado cair desta posicao, ele percorrerd, até atingir um ponto B (um ponto qualquer
acima da posi¢do de equilibrio C) a uma altura Ah, veja a Figura 5. Em um sistema isolado como
€ este que estamos considerando, teremos que, quando péndulo estiver em uma posicao qualquer,
parte da energia potencial do péndulo serd convertida em energia cinética, e, neste caso, temos,

I’I’lV2 V2

Pela figura 5, considerando o tridngulo AO D B, podemos escrever,
Ah =L -cos#.

Deste modo, vamos reescrever a relacao anterior da seguinte maneira,
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A aceleragao centripeta para este sistema pendular € aquela devido ao movimento no arco circular
de raio L, portanto, a aceleracdo centripeta é a. = v?/L, e pela expressdo anterior, podemos escrever,

g-L-cosf=

V2

Z:Zg-cos@ —  a.=2g-cosd. &)

Entao, agora que estamos com a disposicao da aceleracdo centripeta a. e da aceleracao tangencial

a, do péndulo, logo, vejamos qual € a relacdo da aceleragao total a. Como essas aceleracoes sao

perpendiculares entre si (uma atua na direcdo tangencial e a outra na direcdo radial), podemos
calcular a aceleracgao total pela regra do paralelogramo,

= J2 4 2
a = 4/a; +ag.

Substituindo as relagdes anteriores, tem-se,

a:\/(g.sjn8)2+(2g.cose)2 — a:\/gz-sin26+4g2-C0826,

a:g-\/sin29+4-coszé’. (6)

Logo, a for¢a resultante Fg que age sobre o péndulo pode ser obtida aplicando a segunda lei de
Newton, Fg = ma, onde m é a massa do péndulo e a € a aceleragao total do sistema, isto &,

FRzmg-\/sin29+4-cos29. @)

Podemos reescrever essa relacdo por meio da identidade trigonométrica fundamental sin® 6 +
cos2 6 = 1, isto é,

sin @ + 4 -cos?0 = (sin” 0 + cos2 ) + 3-cos20 =1 + cos?,
E, com isso, obtemos,
Fr=mg-V1 + 3-cos24.

Figura 5. Quando no ponto A o péndulo tem energia cinética maxima, quando ele cai
para a posi¢do B parte de sua energia potencial transforma-se em cinética.

@) L

Fonte: autor.
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Se considerarmos um referencial onde o ponto de suporte do péndulo (o ponto O) seja a origem
do sistema de referéncia, a haste do péndulo tem um comprimento fixo L. Assim, a posi¢ao da
massa m em um ponto qualquer P(x, y) em coordenadas cartesianas, Figura 3, ¢ dada por,

x=1L-sind, y=—L-cosé. (8)

A velocidade do corpo serd a derivada do vetor posi¢do, com relacdo ao tempo, no caso do
movimento circular, o comprimento do arco percorrido pela massa m é dado pela relacio do
comprimento de arco,

S=L-6. )

E, derivando (9) em relagdo ao tempo, teremos uma relagao para a velocidade do péndulo para
o referido referencial adotado,

s de

V:E— Z

Agora que ja temos a velocidade, vejamos quem € a energia cinética 7 de uma particula presa
numa haste de comprimento L, fixa em um ponto fixo O, em movimento pendular. Sabemos que
a energia cinética de qualquer movimento é T = mv?/2, como ja vimos no caso do péndulo, a
velocidade tangencial do corpo de massa m € dada por v = L - df/dt, substituindo essa ultima
relacdao na equacao da energia cinética, teremos,

1 0\>
T=5mL ‘(%) . (10)

Agora busquemos encontrar a energia potencial associada ao péndulo. Primeiramente, devemos
ter em mente que, quando um péndulo estd fora de sua posi¢ao de equilibrio, ele adquire energia
potencial devido a acdo gravitacional. Como € do nosso conhecimento, a energia potencial gravita-
cional € U = mgh, onde consideramos que 4 € a altura da massa em relagc@o a posi¢cao de minimo,
que € o ponto mais baixo da oscilagdao, quando o péndulo esta na sua posi¢ao de equilibrio. Por meio
da Figura 6, apresentada a seguir, podemos mostrar que a altura pode ser dada por,

h=L-L-cos§ — h=L-(1-cosb).
Desse modo, a energia potencial do péndulo para um angulo 6 qualquer €,
U=mgL-(1-cosb).

Portanto, a energia total do péndulo € dada por,

E=T+U,
1 do\*
E:EmLz-(E) +mgL - (1 —cosb). (11)
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Figura 6. A altura que queremos descobrir € representada pelo segmento A’B.

0

Fonte: autor.

Nao € dificil mostrar que a energia nesse sistema € conservada, pois se considerarmos um péndulo
em um sistema fechado, onde atua apenas a for¢a peso e, caso nao haja atrito ou resisténcia do ar,
entdo, como a forca peso é conservativa, temos que o sistema € conservativo. Portanto, como a
energia total é conservada, logo, se tomarmos a derivada temporal da energia devemos ter dE /dt = 0
e, entdo, podemos escrever,

d (1 de\?
E EmLZ(E) +mgL-(1—COSQ) :0,

1d do\?\ d
—— |mL?. —(mgL - (1 - =0.
> 77 | (dt) + dt(mg (1-co0s0)) =0

Pela regra da cadeia, a derivada da primeira parcela fica determinada por,

2w 2" dt dt

1, d[({d6) 1, -dod (df ,d6 d?6
L — = -—mL* - 2——|— = mL"——.
dt dt dt dr?

E, entdo, vamos ter que a taxa de variacao da energia fica,

,d0 d*6 e meL-sing%l o
—_— m . 1 — y
dr a © "8 di

e 40 + mgL-sinf| =0
—|m — m - S1 = V.
di az "8

Algebricamente devemos esperar que ou df/dt = 0, o que nos levaria a conclusdo de que
6(t) = C, onde C é uma constante, porém, como bem o sabemos, 6(¢) é uma fungao varidvel, logo,
o caso que realmente interessa € a outra possibilidade, isto €,

d’e

mLzﬁ + mgL -sinf = 0.
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E, simplificando por mL?, teremos,

2
ﬁ + LA sinf = 0.
a2 L
Que € a mesma equacao do péndulo dada inicialmente, o que mostra que quando consideramos

um sistema conservativo para o movimento do péndulo, a equacdo que descreve tal situagdao €
certamente a equagdo (2). Agora, vamos analisar o momento angular do péndulo, pois esta € uma
grandeza importante quando estamos lidando com o movimento de um péndulo. Cabe enfatizar que
o péndulo se move em um arco de circulo ABC, conforme a Figura 2, logo, existe uma quantidade
de movimento associada ao movimento angular do corpo. Vamos adotar um sistema de coordenadas
polares, onde o ponto de apoio do péndulo estd na origem O (0, 0), a posicdo da massa do péndulo
pode ser escrita em termos de coordenadas polares, onde o raio é r = £ e o dngulo # mede a inclinagdo
do fio a partir da vertical. A conversao entre coordenadas polares (r, ) e coordenadas cartesianas
(x, ), segue as relagdoes dadas anteriormente e, deste modo, ficamos com,

Ft)=xf+y0 — F(t)=(L-sin) 7+ (=£-cosb)b.

Neste caso derivando o vetor posicdo, teremos a velocidade da particula,

V(1) = % ((£-sin@) 7+ (=€ -cos@)f),

do do .
:€~Cosezf+{’-sin050.

Logo o momento linear da particula é dado por,

.. . do . dO 4
p=mv = p:m-f-cos95r+€-sm9$0,
. de LA
pzmﬁa-(cosef+sm60).

Entao, o momento angular fica determinado por,

L=rxp,

A do A
= ((£-sin@) 7 + (=€ - cosB) 0) x me(coserA+sin90) )

Por defini¢do, temos que o0 momento pode ser calculado pelo determinante,

7 0 k
£-sind —¢-cos@ O'
0

~
1]

do
m{’E -cosd mfz -sin @

E, resolvendo este determinante, encontramos que o momento angular fica determinando pela
seguinte expressao,
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> do do N
L= (f-sin@-mﬁEsiHQ— (—é’-cos@)-mé’acose) k,

do .
= (mfza - (sin @ + cos? 9)) k,
do .
L=mb?—k
"

Como o movimento ocorre no plano do péndulo, € vilido que o momento angular seja perpen-
dicular ao plano xy, logo, 0 momento tem apenas uma componente. Neste caso, podemos tratd-lo
como um escalar e, com 1SS0, temos,

do
L =mf*—.
e

A taxa de variacdo do momento angular do péndulo é,

) = m[zd—ze

dt  dt dt dr?’

dL d do
(mf 2
Pela segunda lei de Newton para a dindmica rotacional, a derivada temporal do momento angular
€ o torque, 7, voltando a notagdo vetorial,

d%o .
2 "k

T =ml~— k.
T=ml—s

Com base no principio de conservagao de energia, somos capazes de deduzir uma relagdo para
a velocidade tangencial. Sabemos que quando o péndulo estd em uma posi¢ao para a qual o angulo
6 # 0, a energia potencial gravitacional U do sistema é dada por,

U=mgh.
Ja vimos que a altura & associada a massa do péndulo é,
h=L-(1-cosé).
E, portanto, a energia potencial no ponto de altura £ € tal que,
U=mgL-(1-cos0).

Como o sistema que estamos considerando € conservativo, nesse ponto de altura h, existe uma
energia cinética associada, T = 1/2 - mv?2, onde v é o médulo da velocidade tangencial. No caso,
no ponto mais baixo da trajetdria, toda a energia € cinética, pois a altura & € zero, entdo, a energia
potencial € zero, pois adota-se o nivel de energia potencial nula na posi¢ao de equilibrio (6 = 0),
no ponto mais alto, toda a energia € potencial e a energia cinética € zero. No ponto mais baixo da
trajetoria, escrevemos o seguinte,

1
T= Em(vmax)z-
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Onde v, € a velocidade maxima atingida quando o péndulo encontra-se na posi¢ao mais baixa.
Neste ponto, se concentra toda a energia do sistema, isto €, a energia mecanica total £ que € igual
a energia cinética maxima no ponto mais baixo da trajetéria, E = T. Porém, num ponto qualquer,
com um angulo 6, a energia mecanica total é dada por,

1
E:T+U:Emv2+mg'L-(1—cose).

Mas, como a energia mecanica total € igual a energia cinética maxima, E = T,,,,, logo, podemos
escrever o seguinte,
1

1
Em(vmax)2 = Emv2 +mgL - (1 —cosé).

Simplificando tultima relagdo e dividindo ambos os membros por m, tem-se

1

2

Pelo principio da conservagao de energia, podemos encontrar a velocidade maxima atingida pelo

péndulo. A energia total do sistema é constante e, no ponto mais baixo, toda a energia € cinética

e, no ponto mais alto, toda a energia € potencial. Assim, podemos igualar a energia total no ponto
mais baixo com a energia total no ponto mais alto,

1
Vmax)? = 5\»2 +gL - (1-cosb). (12)

1 1
Em(vmax)2 =mgL-(1—-cosf) = E(vmax)2 =gL - (1 —-cosé).

Se considerarmos que a particula estd no ponto mais alto, quando 6 = /2, logo,

1 1
E(Vmax)zzgl" (I_COS%) = E(Vmax)zzgl”(l_o)a

1
E (Vmax)2 = gL,

Vmax = V28L. (13)

E, assim, temos a velocidade tangencial maxima no ponto de equilibrio do péndulo. Voltando a
equacao (12), substituindo a velocidade v,,,y, temos,

1 1 1
§(2gL):§v2+gL-(l—COSH) = gL:§v2+gL-(1—Cost9),

1
gL—gL-(1-cosf) = Evz,

L2 L-cosf
—v2=gL- )
) g

E, assim, temos que a velocidade tangencial do péndulo fica determinada por,

v =+/2gL - cos@. (14)

Agora vamos considerar um caso um pouco mais geral. Suponha que o péndulo seja solto a
partir do repouso em um angulo 6y, em que, 6y # 0 e, ndo sendo 6y necessariamente igual a /2,
neste caso, a energia potencial no ponto &,
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Uy =mgho =mgL - (1 —cosfy).
Essa € a energia mecanica total do péndulo, pois se o sistema é conservativo, como estamos
considerando, entdo, a energia inicial permanece constante, apds qualquer transformagdo que o

sistema tenha passado. Supondo que o péndulo depois de solto da sua posicao inicial 6, ele atinja
uma posicao, na qual, o angulo seja 6, entdo, a sua energia mecanica nesse ponto serd,

L
E=T+U-= Emv +mgL - (1—cosb).
Porém, como devemos esperar, a energia mecanica total E € conservada, logo, podemos igualar
a energia mecanica inicial do sistema que € a energia potencial maxima com a energia no ponto onde
o angulo € 0, isto é, E(0p) = E(60) e, assim, escrevemos,
L
mgL(1 —cos ) = >mv + mgL - (1 —cos8).

Simplificando a expressao e isolando a velocidade tangencial v, temos,

1
Evz =gL-(1—-cosfy) — gL-(1—-cosb),

v2=—gL-cosfy + gL -cosb,

| =

v2 =2gL - (cos® — cos b)),

v =+/2gL - (cos 6 — cos ). (15)

E, desse modo, chegamos a velocidade tangencial para o movimento do péndulo simples, isso
para o caso geral, no qual, o péndulo € solto de uma posi¢ao arbitrdria. E, podemos confirmar o caso
particular, onde se supde que o pé€ndulo parte da posicdo 6y = 7/2 e, se substituirmos este angulo
na féormula (15), obtemos,

v =+/2gL - cos 6.

Que € justamente a relacdo anterior que obtivemos para quando o angulo de partida do péndulo
0o € igual a /2.

Continuando a nossa discussao a respeito da dindmica do péndulo simples, vamos fazer a partir de
agora algumas consideragdes sobre a for¢a resultante nesse sistema em alguns pontos de sua trajetoria,
pois ja temos conhecimento da magnitude dessa grandeza. Conforme vimos, anteriormente e, pela
figura 2, podemos deduzir facilmente que a for¢a radial centripeta € aquela devido a componente P
do peso e a tragao T do fio e, podemos escrever,

Fo=T — mg-cos@.

Pela Segunda Lei de Newton, em relacao, exclusivamente, a for¢a centripeta, F. = m-a., sabendo
que a aceleracao centripeta é a. = 2g - cos 6, logo,

m-(2g-cos@)=T — mg - cosb,
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T =mg-cos@+2mg-cosf =3mg-cosb.

Portanto, a tracdo (ou tensao) do fio pode ser calculada em funcdo de 6 e, para qualquer angulo
em que o péndulo se encontre em seu movimento na trajetéria ABC, por,

T(6) =3mg-cosb, (16)

Quando o péndulo se encontra na posicao de equilibrio (8 = 0), a for¢a do sistema pendular possui
um certo valor. Considerando o péndulo OAB, na posicao B, figura 2, entdao o péndulo se encontra
no ponto mais baixo da sua trajetdria, neste ponto, a aceleracao centripeta € zero, a, = g - sin(0 = 0,
pois a gravidade aponta exatamente na mesma linha do fio. E, desse modo, a aceleracao total do
péndulo passa a ser puramente centripeta, isto €, a = a. = 2g - cos0 = 2g. E, com isso, a forca
resultante do sistema é dada por,

Fr=mg-+1+3-(1)2=2mg.

Vamos agora provar que a forca resultante do péndulo simples atinge o seu valor maximo no
ponto de equilibrio, isto é, no ponto B, o ponto de equilibrio do sistema, tem-se que Fg = 2mg.
Para tanto, partimos da expressao da forca resultante Fg obtida anteriormente,

Fr=mg-V1 + 3-cos26.

max

Nessa expressdo, m e g s30 constantes positivas, portanto, maximizar F(6) equivale a maximizar
a funcdo interna dentro do radical, assim, tomando a funcdo g(6),

g(0) =1 + 3-cos?6.

Temos por objetivo maximizar essa funcao, para tanto, devemos encontrar 0s seus pontos criticos,
por meio da sua derivada. Derivando a fun¢io g(6) em relagao a 6, temos,

’ _ d 2 _ d 2
g(H)—dg (1 +3-cos*6) =3 a’H(COS 0).

Pela regra da cadeia, g’(0), fica, entdao, determinada por,
g'(0)=3-2cosf-(—sinf)) =—6-cos0 siné.

Usando a identidade do arco duplo, isto é, sin(26) = 2-sin 8 cos 6, com isso, podemos reescrever
a expressao,

g’(0) = -3 -sin(20).

Os pontos criticos de uma fungao g sao os valores de x, dentro do dominio de g, para os quais
g’(x) = 0 ou, nos quais g’ é indefinida. Neste caso, facamos,

g =0 = -3-sin(20)=0 = sin(20) =0.
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A solucao dessa equacdo trigonométrica ocorre quando 26 = knx, para k € Z. Para k = —1,0, 1,
temos assegurada a igualdade 260 = kx. Da infinidade de valores possiveis que satisfazem essa
equagao, so escolhemos trés valores de k, porque o dominio da fungao F esta restrito ao intervalo
[-7/2,7/2]. Entdo,se k = -1 — 0 = —-n/2rad,sek =0 — 6 =0e,sek =1 —
0 = /2 rad. Desse modo, em graus, os pontos criticos da funcdo sdo as posi¢des angulares
0 =-90°,6=0°oud =90°.

Vamos agora usar o teste da derivada segunda para descobrir se os pontos criticos da fun¢ao sao
pontos de maximo local, de minimo local ou, eventualmente, se o teste € inconclusivo. Calculando
a derivada segunda de g, temos que,

g"(0) = %(—3 -8in(260)) = — 6 - cos(26).

Vejamos, se substituirmos 8 = 0 em g”(6), obtemos, g”(0) = —6 - cos0 = —6, enquanto que
substituindo 8 = 7/2 ou 6 = — /2 em g”(6), teremos g”’(n/2) = —=6-cos(2-7/2) = 6, e, de
maneira andloga, temos o mesmo para g”(—x/2) = 6. Como, pelo teste da segunda derivada, de
acordo com [14], se x = ¢ € um ponto critico de uma funcio g, ou seja, g’(c) = 0, calculamos a
segunda derivada g”(c) e verificamos: 1) se g”(c) > 0, entdo g possui um minimo local em x = c;
ii) se g”(c) < 0, entdo g possui um maximo local em x = c¢; iii) se g”(c) = 0, o teste € inconclusivo.
Portanto, pelo teste da segunda derivada, tem-se que # = 0 é um maximo local estrito e 0 = +7/2
sao minimos locais estritos. Para 6 = 0, j4 vimos anteriormente que Fg = 2-mg e, do mesmo modo,

Fr (%) :mg-\/l + 3-cos2(g) = mg.

E, analogamente, temos o mesmo resultado para 6 = — /2, logo, de fato, entre os trés pontos
criticos, # = 0 é o ponto de maximo absoluto, logo fica provado que a for¢a resultante Fg do
sistema pendular é maxima no ponto mais baixo de sua trajetéria, ou dito de outra forma, na
posicdo de equilibrio # = 0. Como 7/2 e —n/2 sdao também ponto criticos da funcdo, e se
nao sao pontos de maximo, logo sdo os pontos de minimo da fungdo e, com isso, como temos
Fr(n/2) = Fr(—n/2) = mg é o valor minimo assumido pela fun¢do. Assim, nas extremidades
superiores do movimento, ou seja, nos pontos mais altos onde o péndulo atinge a horizontal, 6 = 90°
e 8 = —90°, a forca resultante do sistema pendular € minima e é exatamente o proprio peso do corpo
suspenso pela corda.

Outra situagdo a se considerar €, mesmo supondo o péndulo simples como um sistema ideal, po-
derfamos, ainda assim, supor a existéncia de uma for¢a de resisténcia do ar, isso estaria aproximando
o comportamento do péndulo simples ao comportamento de um sistema real, onde a resisténcia do
ar € uma forca de certa relevancia que atua retardando o movimento ideal do péndulo. Neste caso,
estariamos adcionando uma forga dissipativa no sistema e, portanto, ndo haveria mais conservagao
da energia. A resisténcia do ar € uma for¢ca de arrasto, Fjyas0, que atua na direcao tangencial,
com sentido sempre oposto a velocidade instantdnea v e, para velocidades relativamente baixas,
modelamos essa forca de arrasto como proporcional a velocidade. Como um péndulo é um objeto
que se move a velocidades relativamente baixas, entao, um modelo linear € uma boa aproximacgao,

Farrasto = — yv.

Para obter a for¢a resultante que atua nesse sistema, vamos decompor as forcas nas dire¢oes
radial (perpendicular a trajetoria) e tangencial (paralela a trajetoria). Na direcao do movimento, isto
€, na dire¢cdo tangente a trajetoria, atuam a componente da gravidade que tenta restaurar o péndulo
ao equilibrio e a forca de resisténcia do ar que freia 0 movimento e, neste caso, podemos escrever,
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Fg=-mg-sinf — yv.

A forca de arrasto ndao possui componente radial, pois ela atua paralelamente a velocidade (que
¢ tangencial a trajetdria), o médulo dessa componente é dado por,

Fp=T — mg-cosb.

De todo modo, a forc¢a resultante radial continua sendo responsavel pela aceleragao centripeta e,
com 1SS0, temos,

F,=m-a.=m-—.
R L

Como as componentes radial e tangencial sao perpendiculares entre si, aplicamos o Teorema de

Pitagoras, teremos,
Fr = 1/(F1’e)2 + (Ffe’)z'

No caso, a componente radial pode ser dada simplesmente pela for¢a centripeta e, desse modo,
a forca resultante é,

2\ 2
Fg = (mvf) +(—mgsinf — yv)2,

Expandindo os termos elevados ao quadrado, temos,

4
1% . .
Fg = mzﬁ + m2g2sin> @ + 2mg - yv sinf + y2v2. (17)
Figura 7. Um péndulo simples sob ac¢do de uma forca de arrasto que atua

como uma forca dissipativa em contraposicao a forca peso que é conservativa.

Fonte: Autor.
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Com a resisténcia do ar, a for¢a resultante no sistema pendular deixa de ser uma funcao que
depende apenas do adngulo 6 e passa a depender também do estado instantaneo da velocidade v. Se
partindo dessa relagcdo, quisermos retornar para a equagao da forga resultante do caso ideal, devemos,
zerar a constante de arrasto, y = 0 e, ficamos com,

V2 2
Fr = (mz) + m2g2 SiIl2 0.

Como estamos considerando o caso ideal, a velocidade tangencial € dada pela relacdao (14),
substituindo-a na expressao da forca resultante anterior, tem-se que,

Fr= \/(m 2gcosB)? + m2g2sin? 6,

= \/4 -m2g2cos2 6 + m2g2sin’0,

Fr = \/ng2 : (4cos20 + sin? 9) )

Como m e g sdo constantes positivas e sin? @ = 1 — cos? 6, entio, tem-se que,

Fr =mg+(1 —cos28) + 4cos26.
E, assim, chegamos a expressao da for¢a resultante ideal,

Fr =mgV1 + 3cos?6.

Portanto, a equagao da forca resultante ideal nada mais € do que o caso limite da equagdao com
arrasto quando fazemos o atrito tender a zero, isto €, quando impomos y — 0 e a conservagao
da energia mecanica no sistema. Neste sistema, onde consideramos a forca de arrasto (resisténcia
do ar), para y # 0, a variacdo da energia mecanica no tempo nao é constante, porém, podemos
determinar o seu valor. Seja E a energia mecanica total do sistema,

1
E=K + U:Emv2 + mgh.
Derivando a expressao da energia mecanica, teremos,

dE_d (1
dr  dt

Emv2 + mgh) .

Pela regra da cadeia, a derivada da primeira parcela fica,

d (1
~ |- =Z—m-(2v) - — = my—.
t(zmv ) m - (2v) my

E, portanto, a taxa de variacdo da energia fica,
dE dv N dh
— =mv— + mg—.
dt ar = "%
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Note que, dv/dt é a aceleracdo tangencial a, e a taxa de variagdo da altura no tempo é a
componente vertical da velocidade, ou seja, v, = dh/dt, logo a varia¢do da energia é dada por,

dE

— =mv-da; + mg-v,.
i t 8- Vy

Como ja comentamos anteriormente, na dire¢ao tangencial, atuam duas forgas, isto €, a compo-
nente tangencial do peso e a for¢a de arrasto e, conforme denotamos, a for¢a resultante tangencial €
F 1/3/ , pela Segunda Lei de Newton, temos,

ma; = —mgsing — yv,
ma; + mgsinf = —yv.

Voltando a expressdo da energia mecanica e substituindo a velocidade vertical v, = v - sin#,
temos,

dE + in 6
—=mv-a, + mg-v-sind,
i t 8
dE ( + sin )
— =v - (ma, + mg -sin0).
i t 8

Substituindo a relacdo anterior, obtemos,

dE
2
E:V'(—)’V)=—7V .
Como a forca de arrasto € Fg, 4510 = — YV, também podemos escrever a variagao da energia,
dE
E = Furrasto "V = _,yv2.

Como a forga de arrasto é uma forca de atrito que surge devido a resisténcia do ar, vemos que a
taxa de variacao da energia é sempre menor que zero, dE /dt < 0, isso revela o carater dissipativo da
forca de arrasto, o que leva o sistema pendular a ter uma energia mecanica que diminui continuamente
ao longo do tempo.

4 Solucao geral da equacao diferencial do péndulo

Ja vimos que a equacao geral do péndulo é dada pela equagdo diferencial,

d?*0 , /g
ﬁ‘i‘(x)o'San:O, wo = Z (18)

Note que esta equacao diferencial possui um termo nao-linear que € sin 6, logo, temos uma
equacao diferencial nao-linear de segunda ordem [15]. Na sec¢do 2, usamos uma aproximacao
para simplificar a equacdo do péndulo, porém, como afirmamos 14, a aproximacao sé é valida
quando temos a condi¢do de 8 << 1, ou seja, para pequenos angulos, podemos fazer, sinf =~ 6, ao
substituirmos esta aproximag¢do na equacao do péndulo, ela a transforma numa equacao diferencial
linear de segunda ordem que € de fécil solucgdo.
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Porém, € também de interesse encontrar a solu¢do geral da equagdo para o caso nao-linear.
Todavia, o método de resolugao deste tipo de equacao nao admite fungdes elementares; € possivel
encontrar uma funcdo integral para o periodo do péndulo e, expressid-la em termos de fungdes
elipticas [16]. Uma tal solucao é de grande valor na descricao completa do problema do péndulo
simples, visto que ela descreve o movimento, em geral, para qualquer angulo. A equacao linear
aproximada é um caso particular muito restrito. Nesta secdo vamos, a partir de agora, procurar uma
solucdo geral para a equacao nao-linear do péndulo, para isso, consideramos que o péndulo esteja
sujeito as seguintes condicoes iniciais,

dt

Onde 6 é a posicao inicial e a velocidade inicial v(0) é nula, portanto, o péndulo parte do
repouso. Para encontrar a solucdo geral, é necessario resolver a equagao nao-linear, estamos
procurando resolver este problema por métodos analiticos. Ha outros caminhos, os procedimentos
numéricos e computacionais também oferecem subsidios para se resolver numericamente tais tipos
de equagdes nao-lineares. Quando optamos pelo caminho analitico, devemos saber que para este
tipo de equacao nao existe um método geral de solu¢ao, como aqueles que conhecemos no estudo das
equacoes diferenciais ordinérias, como o método das varidveis separdveis, método dos coeficientes
indeterminados, método da variacdo dos parametros, entre outros.

De fato, as equagoes diferenciais nao lineares, como a do péndulo simples, frequentemente esca-
pam das técnicas padrao que usamos para resolver equacoes lineares, iSso acontece porque a presenca
de termos como sin 8 introduz comportamentos que nao podem ser descritos por combinagdes line-
ares de funcdes conhecidas. A solugao exata da equacgao diferencial nao-linear do péndulo simples
envolve a transformacgao da equagao, por meio de certas manipulacdes matematicas, em uma forma
que permita a integracao. Ao transformd-la em uma equagdo integral, a mesma pode ser resolvida
apenas pela disposi¢do de fungdes especiais, como as chamadas funcoes elipticas [16, 17, 18].
Vamos prosseguir com um procedimento para a solu¢do da equacao geral do péndulo simples, na
verdade, estamos considerando aqui um problema de valor inicial. Multiplicando a equacao (18)
por df/dt, obtemos,

do
0(0) = 6y, 0<0y<m, ( ) =0. (19)
t=0

dod*e  , . db
EW-FMOSIHQ'E:O.

E, deste modo, derivando esta ultima relagdo, tem-se,
d|1(de\>
712 (E) — wycosf| =0. (20)
A equacgdo (20) representa a derivada temporal de uma quantidade que estd sendo mantida
constante ao longo do tempo. Vamos mostrar que tal relacao equivale a conservagao da energia

mecanica no péndulo. Ja vimos a definicdo de energia cinética e, podemos reescrever aquela
expressdao da maneira a seguir,

T_1L2d92 . T _1(d6y
-2" mL? 2 \dt)

Quanto a energia potencial, podemos reescreve-la,
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U

U= L-(1—-cos@ = @ — =
mgL - ( ) g

U
%-(1—0059) = mzw%-(l—cos@).

Se somarmos as quantidades, T/mL? e U/mL?, teremos uma nova energia E’ que é um multiplo
da energia mecanica total do péndulo E, dado que mL? é constante,

2
T U 1(do )
E :_mL2 + — = E(_dt) +w0.(1 — cos6).

Se retirarmos da energia E’ a quantidade constante w%, a energia resultante ainda continua sendo
um multiplo da energia mecanica E,

S 1 (d6\’
E'=E -wgzi(a) — W] - cos . (21)

E, assim, temos que a equacao (20) corresponde de fato a conservacao da energia mecanica
do sistema, pois sendo E” um multiplo de E, entdo, a derivada temporal, dE” /dt = 0, implica a
conservacao da energia mecanica [16]. Assim, integrando a equagdo (21) e, usando as condi¢oes
iniciais dadas em (19), na expressao da energia obtida na dltima passagem, podemos escrever,

1
E”(0) = 5(0)2 — w(z) - cos By = —w(z) - cos b,

E”(0) € a energia inicial do sistema, sendo o sistema conservativo, entdo, tal quantidade se
mantém inalterada em qualquer instante t, com isso, teremos, para um instante t qualquer,

1(d6\> . ) e
— | — — WHCOSU = —w; COS .
2\ dr 0 0~>> 0

do\?
Isolando (E) , obtemos a relacao dada por,
do\*
(E) =2 a)(z) - (cos @ —cos bp).

Vamos reescrever a equacao anterior, pelo uso da identidade trigonométrica cos6 = 1 -2 -

0
sin’ (5) , conforme [16], a qual, pode ser facilmente demonstrada pelo uso da identidade do cosseno

2

do angulo duplo, cos2x = 1 — 2 - sin” x e, a expressao anterior fica,

do\? 9 0
(Z) :Z-w%-(l—Z-sinz(E)—1+2-Sin2(?0)),
9 9
:2-w%~(—2~sin2(§) + 2~sin2(30)),
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do\* 0 0
(E) =4. w(z) - |sin® (EO) — sin® (5)] . (22)
~ . .2 0o\ ,
Tendo como base a relagdo outrora obtida e tendo em conta que sin > ¢ constante, facamos,
. (0 ) )
=sin|{=|,  k=sin*{=]. 23
y sm(2) sin (2) 23)

Por meio das condi¢des iniciais (19) e de (22), podemos escrever,
0 0
0=4- w(z) . [sin2 (70) — sin? (5)] .

y(0) = Vk.

Por meio da regra da cadeia, podemos obter o valor de df/dt em fungao de dy/dt e, da relagio

De onde se obtém,

. (0 .
y = sin (E) podemos escrever o seguinte,

ﬂ—i sing = 1 cosg ﬁ
dr  dt 2] \2 2) dt’

Elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se que,

D\ L e (40)
dt] 4 2\dt]

1 01 (do\> 1 do\?
-1 -si22|[Z) =20 - ¥ [Z] .
4[ st 2](dt) (- )(dt)

2 2
d
Isolando (E) em funcgao de (d_)t;) , teremos o0 seguinte,
do\* 4 dy\*
sl IR S i . 24)
dt (1 = y?) \dt

Voltando a equagdo (22) e, substituindo (24) nela, bem como, as outras que foram definidas
anteriormente, o resultado fica dado por,
4 dy 2
— | =] =40 (k- y?).
(1—y2)(dt) @ (k=)

2
d
E, isolando (d_)t]) , nesta ultima relagdo, obtemos o que segue,

2

dv)2 1 — 2 dv\?2
(d_i) :4.w%.(k—y2).(4—y) = (d_)t)) =a%k-(1—y2)(1—y?)- (25)

Neste ponto, para escrever a equacao diferencial de um modo mais conveniente, vamos de acordo

com [16], definir novas varidveis, 7 e z, para as quais,
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_ Yy
T=wot, Z=-—"—.

Vi

Com base nessas novas variaveis, podemos escrever a equagao diferencial do péndulo (25), da
maneira dada por,

dy dydrt dy dy

= wot = =wp - —.
TEwl = T arar O ar Y

Elevando ambos os membros ao quadrado,
2 2
ﬂ = a)z . ﬂ
dt 0 \dr)
Substituindo na equagao diferencial do péndulo (25), temos que,

d 2 2 d 2 2
wg.(d_i) :wék'(l—yz)(l—%) (d—ﬁ) =k-<1—y2>(1—y;). (26)

Usando a outra variavel, z = y/ vk e, novamente, pela regra da cadeia,

dy dz
— =vVk—.
dr \/_d‘r

() =+ (]

Substituindo esta dltima relagao na equagao (26), obtém-se,
dz\* 2 dz\’ 2
dr k
dz

dr k
2
(_) (- kD1 -2, 0<k<l. 27)

y=vVkz =

Elevando ao quadrado, tem-se,

dr

Esta ultima equacdo € a forma final que buscamos encontrar, ela € uma forma muito mais
conveniente do ponto de vista matematico de escrever a equacao do péndulo, pois tal equacao pode
ser reconhecida como a forma padrao da equacao diferencial das funcoes elipticas de Jacobi [16, 17,
18], pelas condicdes iniciais €, como,

_ sinf/2
“T Singy/2”

Na condigdo inicial r = 0, isto €, 6(0) = 6, tem-se,

sinf(0)/2  sinfy 1
sinfy/2  sinfy

z(0) =

Pela regra da cadeia, obtém-se que,
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d:_ 1 d:
dt  wodt’

Assumindo as condi¢des iniciais, teremos,

dz d dz
_ = — 1 :0 e :O.
(dt)z:O dt( ) - (dt)z:O

A equacgdo diferencial (27) pode ser denominada de equagdo integral e, vamos resolver para dr,
com isso, tem-se que,

EN (k- - LT
dr = < < dT__ < %),

dr =+ dz .

V= k) (1 - 22)

Antes de integrar ambos os membros da equacdo, devemos levar em conta uma observagao, para
o péndulo partindo do ponto mais alto, quando z = 1, com velocidade nula dz/dt = 0 e, iniciando o
movimento, ele passa a diminuir o valor de z, ou seja, dz/dt < 0, e, portanto, a equagado que descreve
o movimento do péndulo tem que estd no ramo negativo da equagado, assim, devemos considerar,

_ dz
VA = k) (1 - %)

Note que quando z — 1 temos que 1 — 72 — 0, deste modo, teremos, entéo, de acordo com [16,
17, 18], uma integral imprépria dada por,

dr

z dé ! dé
T=— - T= .
/1 V(I = €2)(1 - k&) / VA = (1 - ke?)

E, pelas propriedades das integrais,

/ fede = INGIE / ferde.

Donde segue,

(28)

/‘ dé /Z dé

T= - :

0 VI -1 - kg Jo VU - €)1 - k&)
Facamos aqui uma ripida revisao sobre as fungdes elipticas. De acordo com [18], estabelecemos

a seguinte definicao,

Definicao 1. Chama-se integral eliptica de primeira espécie a funcao integral dada por,

F(x, k) = 0<k®<1, (29)

/" dt
0 1 - kA1 - 12)

onde k é um parametro chamado de modulo e x = sin ¢.

Definimos também a amplitude eliptica de Jacobi como ¢ = am(u, k), para —n/2 < ¢ < n/2.
Podemos fazer uma mudancga de varidvel na integral, t = sin ¢, com — /2 < 6 < /2, e, com isso,
colocar a integral incompleta de primeira espécie na sua forma trigonométrica, isto €,
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¢ do
u:F(gb,k):/ )
0 V1 — k2-sin%6

Uma das fungoes de Jacobi é a fung@o senoidal eliptica, sn(u, k), e a definimos em termos da
amplitude de Jacobi, ou seja, sn(u, k) = sen ¢. A funcio eliptica de Jacobi sn(u, k) é a solugao da
equacao diferencial de Jacobi,

d 2
(d—y) (1= y)(1 - k2y?), 0<k><l.
u

Note que esta equacao € do mesmo tipo que a equagao (27). Se escrevermos y = sin ¢, a equagao
anterior pode ser reescrita em uma nova forma,

y(u) =sing(u) = 1 - y2=1 - sin’¢ = cos’¢.

Pela regra da cadeia, tem-se,

dy d . . dg dy\* _ 5 (de)?
E—E(sm@—cosqﬁa = (—) = cos (—)

E, assim, voltando ao lado direito da equagao,
(1 — y)(1 — k2y?) =cos?¢ - (1 — k2 sin® ¢).

Igualando as relagdes obtidas de ambos os lados, temos,

dé\2
cos® ¢ (—d)) =cos? ¢ (1 — k?sin® ¢).
du
Assim, obtemos o que segue,

2
(Z—(s) =1 — k% -sin® ¢.

Cuja solucao é dada por,
¢ = arcsin (sn(u, k)).

Quando consideramos ¢ = m/2 e, consequentemente, x = 1, (pois da definicdo 1, x = sin ¢),
obtemos a integral eliptica completa de primeira espécie em sua forma trigonométrica e algébrica,
respectivamente, as quais sao dadas, de acordo com [18], pelas relagdes a seguir,

/2 do
K(k):F(n/Z,k):/o N (30)
- - S1In
! dt
K(k) = . 31
0 ./o VA = k22)(1 - 12) Gl

Voltando ao nosso problema, sabemos que a equagao (28), € certamente do mesmo tipo que as
funcoes elipticas de primeira espécie, ou seja, a equacao (31) tem a mesma forma que a primeira
parcela de (28) e a equagdo (30) tem a mesma forma que a segunda parcela de (28). Considerando a
segunda parcela de (28), vamos colocd-la em sua forma trigonométrica, por meio de uma mudanga
de variavel, z = sin ¢, desse modo,
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/1 dé = P k)_/¢ da
¢ N1 =) - ké?) ’ 0 V- 2sinta
Deste modo, podemos escrever,

T=K(k) — F(¢,k).

Se fizermos x = y/k, agora estaremos interessados em uma expressao que relacione 7 e x, de
acordo com [18], que depende de y e que, por sua vez, depende de 6, podemos entao escrever,
F(¢, k) = F(arcsinx; k), outra forma de escrever isto, relacionando z e 7, seria levar em conta a
nossa relacio anterior, isto é, z = y/Vk e, como k = y/x, onde 0 < k < 1, logo o quociente y/x é
positivo, deste modo, z = /Xy,

7(z) = K(k) — F(arcsinz; k).
E, desta maneira,
F(arcsinz; k) = K(k) — 1.

Paraisolar a variavel z nesta expressdo, usamos aqui a chamada fungao eliptica de Jacobi, sn(u; k)
que quando aplicada na fun¢do F(arcsin z; k) permite isolar a varidvel z de acordo com [16, 18],
assim, temos que,

z=sn(K(k) — 7,k).

E 1til agora retornar as varidveis originais do problema, pois a introdugéo das varidveis z, x, k, T
foi para tornar a escrita da equagao diferencial de uma maneira mais comoda. E, devido ao fato de a
equacao diferencial geral do péndulo nao ter solu¢do baseada em métodos mais ordindrios, a troca
de varidveis tornou-se um elemento que ajudou a escrever a equacao em sua forma integral, disso,
fomos levados as fungdes elipticas de Jacobi.

Entdo, lembrando das relacdes que especificam y, z, k, T, teremos,

——— =sn(K —| - wot; —1.
Sn ( (sm 5 ) wol, SIn 5 )

E, substituindo y, obtemos,

0 0 & 0
sin 3 = sin EO - sn (K (sin2 ?0) — wot; sin’ 70) . (32)

E, para obter a resposta em fun¢@o da posicao angular do péndulo em um instante ¢ qualquer do
seu movimento, basta que,

0 6 6 0
arcsin (sin 5) = arcsin (sin 30 -sn [K (sin2 ?O) — wot; sin? EO]) .
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De forma que,

K(sinz%) ~ wot; sinz%]). (33)

Finalmente, estamos com a solucdo exata da equacao do movimento do péndulo simples para
quaisquer angulos e, ndo estamos mais restritos a aquela aproximacao sin 6 ~ . Conforme vimos,
na secao 2, a solucao da equacao diferencial linear (assumida para angulos pequenos) depende do
cosseno de wt e, da amplitude A de oscilagcdo 6(¢) = A - cos(wt + ¢). Pelas nossas condi¢des
iniciais dadas em (19), sabemos que 6(0) = 6y, de fato, #(0) = 6y -cos (w -0 + ¢) = 6Oy =
Op-cos¢p = cos¢ =1 e, logo, temos que ¢ = 0, portanto, a condi¢cdo 8(0) = 6y implica em
¢ =0.

Supondo a situagao em que temos 6y ~ 0, devemos levar em conta que arcsinfy = 6, outra
aproximacdo é para k = sin’(6p/2) ~ (60/2)? e, disso, se estamos assumindo que 6y ~ 0, logo
k ~ 0 e, como,

0
6(t) =2 - arcsin (sin ?0 - sn

/2 n/2
K(0) :/ a6 :/ o = %
0 V1 -0-sin’6 0

Logo, para pequenos angulos podemos aproximar K (k) ~ m/2, considerando uma propriedade
das funcdes elipticas, isto é, sn(u,0) = sinu, entdo, uma outra aproximagao que podemos tomar
nesta situacdo é sn(u, k) ~ sinu para k ~ 0. Com base nessas aproximagdes, decorrentes da
condic¢do de angulos pequenos, podemos simplificar a solugdo geral do péndulo simples,

K(k) =~ —  K(k) —wtzg — wt.

NN

Dessa ultima passagem, somos levados a estabelecer,
e
sn(K(k) — wt, k) ~ sin (5 — wt) = COS wt.

Dessa forma, a relagao (33), fica dada por,

0
0(t) = 2 - arcsin (sin EO - COS wt) ,

0 0
6(t) = 2 - arcsin (sin ?O - COS a)t) ~ 2-sin EO - COS Wt.
E, da aproximacgio sin 6y/2 = 6y/2, ficamos com,
o
0(t) ~2- > ccoswt  —  O6(t) = Oy - coswt

De onde notamos que esta fung¢ao da posi¢ao 6(7) € equivalente a expressao que encontramos em
(3), neste caso, s6 houve uma readequagao do angulo de fase, ¢ = 0, em decorréncia das condi¢oes
iniciais, pois deduzimos a expressao geral (33), baseado nas condi¢oes de (19). De forma que vemos
a validade da relagao (33), pois ela se reduz a expressao (3), quando tomamos a condi¢@o de angulos
pequenos g ~ 0.
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Sobre o periodo de oscilagao do péndulo, considerando esta situagdo mais geral, de acordo com
[16, 17], o periodo de oscilagdao T € quatro vezes o tempo que o pé€ndulo leva para oscilar de 6 = 0
(z=0)a# =06y (z=1). Isso porque, suponha o péndulo partindo da posi¢ao mais alta (6y) a direita,
em seu movimento completo ele desce até a posicao vertical 8 = 0, na posi¢ao de equilibrio, depois
sobe até o mesmo angulo maximo a esquerda — 6y, em seguida, retorna ao ponto de equilibrio onde
6 = 0, e, finalmente, volta a posi¢ao inicial 6 = 6y e, contando, cada um desses estdgios, temos que,
isto confirma a afirmacao anterior.

Com base nas substituicdes de variaveis que fizemos, isto €, T = wqt, temos que, ¢ = T/wy, disso,
entdo, o tempo ¢ que o pé€ndulo leva para ir da posi¢cao maxima 6y até a posicao de equilibrio 6 = 0
€ 1(0) = 7(0)/wy, logo o periodo total é,

T=4.1(0) =4 ——2(0) = 2. K(k).
wo wo

Onde j4 sabemos que,

1 df
K(k) = .
" /o V(I = )1 - k&)

Ou em sua forma trigonométrica,

n/2 do
K (k) :/ .
0 1 — k2-sin%@

Como wy esta associado ao periodo do péndulo 7p, quando este se comporta como um oscilador
harmonico simples, e se,

2n L 2n
T=— i T0:27r- — - wy=—,
w g To
4 2
T=——K(k)==Ty K(k).
2n V4
(To )
E, logo, temos que o periodo 7" do péndulo € dado por,
2
T=—-Tp K(k). (34)
4

Como K (k) € uma funcdo integral, ndo podemos dizer que determinamos exatamente o periodo
do péndulo simples, pois a integral ndo estd resolvida. Vamos, por meio de séries de poténcias,
tentar expressar uma solugao exata para o periodo do péndulo. Podemos escrever a funcao,

1
£(6,k) = =(1 — k2 -sin®6)"1/2.
1 — k2-sin’6

Podemos expandir esta expressao em série, usando o teorema do bindomio de Newton. Conside-
rando a expansdo binomial da maneira dada por,

n nn—1)
1+x)"=1+ —x + —— 22
1! 2!
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Assumindo a funcdo f(6, k), podemos tomar x = k2 .sinf8en=-1 /2, de forma que,

1 1{ 1\( 1
(1 — k2-sin”0) 12 =1+ (—5) (k% -sin?0) + o (—5) (_E - 1) (—k%-sin?0)%2 +. ..

Simplificando esta expressao, obtemos,
2. in2 gy-1/2 Lo o 3.4 4
(1 — k*-sin“0) :1+§k-s1n 9+§k-sm 0+...

Agora substituindo a fungao f(6, k) na expressao K(k), tem-se,
/2 1 3
K (k) :/ (1 + 5/<2 .sin® 0 + gk“ sin*@+...|do.
0

Como ¢ facil verificar, as integrais definidas,

/2 /2 3
/ sin 6 dh = z, / sin*6do = —ﬂ,
0 4 0 16

E, deste modo, ficamos com,

_T 1>, 9,
K(k)_2 (1+4k +64k +)

Esta € a série de poténcias para a funcdo K (k) e, assim, podemos escrever que o periodo do
péndulo fica determinado por,

2 n 1 9
T==To = |1+-k>+—=k*+...|.
— 2( T e T )

_ 1o 9.4
T=T (1+4k +64k +)

s . 0 o -
Mas, por defini¢ao, k = sin? (?0) substituindo na expressao, teremos,

L 1
T:ZH\/;-(1+Zsin4(%)+69—4$in8(%)+...). (35)

E, finalmente chegamos a expressao geral para o periodo do péndulo simples, em funcdo do
angulo inicial 6, se tomarmos o limite desta expressao para 6y — 0, teremos que,

L
lim 7' =2n, {—.
6p—0 g

O que mostra que a expressao geral do periodo tende para aquela relacao que obtivemos quando
estava sendo considerado as pequenas oscilagdes do péndulo, ou seja, aquela aproximacgado 6 ~ 0 €
realmente apropriada para aproximar o periodo do péndulo simples. Uma outra aproximagao para o
periodo 7', um tanto melhor do que a aproximacao linear, pode ser dada por,
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Vamos a seguir esbocar um grafico para mostrar o quanto a aproximacao 7y € boa em comparagao

com o periodo geral T

Figura 8. Comparacio entre o periodo geral de um péndulo simples (7') com a sua aproximacao
linear (7), no eixo vertical encontra-se a razdo T /Ty e no eixo horizontal temos os angulos 6.

Relagao entre o periodo exato T'e o aproximado 7; do péndulo simples

11754 — 17
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Fonte: autor.

Figura 9. Grafico comparando a posi¢do 6(¢) considerando a equacdo (33) que € a solugdo exata (resultante da
equagdo diferencial ndo-linear) e a solugdo aproximada que € 6(7) = 6 - cos wt, e o 4ngulo de partida € p = 5.

Comparacao do Péndulo para 6, = n/3
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Fonte: autor.

O gréfico da figura 8 € uma estimativa gréafica do quanto a solugao exata do periodo péndulo
simples T diverge da solu¢do aproximada 7p, no eixo horizontal encontramos o angulo de um péndulo
simples de 0° a 90° e, no eixo vertical, encontramos os valores de T/Ty, ou seja, a razdo entre o
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periodo exato T e o periodo aproximado 7. A curva vermelha representa justamente a razao entre os
valores de T dados por meio da equagao (35) e os valores de Ty, ou seja, a curva vermelha representa
o grafico da fungdo T /T e, tal funcdo pode ser obtida simplesmente dividindo a relagao (35) pela
expressao de Ty = ZNW , de onde obtém-se que,

T—1+1sin2 % +9sin4 % +
To 4 2 2

Para amplitudes baixas (6p < 15°), a razdo T /Tp permanece extremamente proxima de 1.000,
apresentando um desvio inferior a 0,5%, isso torna o uso da aproximacao linear uma boa estimativa
para a maioria das aplicacdes praticas. Do mesmo modo, se considerarmos um angulo de 30°, a
razdo atinge T /Ty ~ 1,017, o que representa um desvio de apenas 1,7%, trata-se de um erro ainda
bastante tolerdvel na maioria dos experimentos praticos. Ao elevar a amplitude para 60°, a razdo
sobe para 1,073, indicando que o periodo real € 7,3% maior do que o calculado por Ty, a partir
deste ponto, vemos que a aproximacao linear deixa de ser adequada para andlises de precisao, em
experimentos com péndulos simples. No limite da oscilacdo pendular, com o péndulo abandonado
da horizontal a um angulo de aproximadamente 84°, a razao chega a 1,160, o periodo exato € 16,0%
superior ao valor previsto pela aproximacdo linear do péndulo simples, o que mostra o quanto a
aproximagao se deteriora para angulos grandes.

Uma outra aproximag¢do que podemos usar para calcular o periodo do péndulo simples, em vez
de se utilizar a série de poténcias (35), mas que, no entanto, seria uma aproximacao melhor do que
a aproximacao linear &,

T 05
FO ~1 + E
Ja vimos a expressao exata para a razao entre o periodo real T e o periodo aproximado Tp; quando
o angulo 6y ndo é extremamente grande (por exemplo, até 30° ou 40°), podemos usar a expansao em
série de Taylor para a fungdo seno em torno de zero, isto é, sin(6) =~ 6, portanto, sin(6y/2) = 6y/2,
elevando ao quadrado, sin® 6y/2 ~ (0y/2)? = 03 /4.
Considerando o termo sin? 6p/2 na série infinita do periodo T, assumindo apenas o primeiro
termo de correcao (desprezando as poténcias de quarta ordem e superiores, por serem valores muito
pequenos), teremos,

Substituindo sin® 6/2 = 0%/4,

1 (62 2
—_ . _O =1+ 9_
4 14 16

Vamos testar a precisao da formula deduzida e, para tanto, utilizaremos 6y = 60° como angulo
de referéncia. Este angulo em radianos fica,

b0 = 60° = %rad ~ 1,0472 rad.

Substituindo na férmula de aproximagao, temos,
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1,0472)2 1
~1+(,07) 1. ,0966

T
_ ~ 1 =1 .
T 6 6 + 0,0685 ,0685

O resultado da aproximacao d4 uma razao de 1,0685 (um desvio de aproximadamente 6,85%),
valor que € inferior aos 7,3% mostrado pelo gréfico, portanto, esta férmula de corre¢ao de segunda
ordem tem, por assim dizer, uma boa precisao em comparagao com a aproximacao linear 7.

Em relagdo ao grafico da figura 9, sabemos que a curva vermelha tracejada representa a solugao
aproximada linear para o periodo do péndulo em funcao do tempo para o angulo delimitado, ja a
curva azul continua representa a solu¢do exata nao-linear para o péndulo. O angulo escolhido a
priori para a andlise grafica foi 6y = 7/3, no instante inicial, # = 0, ambas as curvas partem juntas
de 69 = /3 ~ 1,047 rad, no instante, t ~ 2 s, a curva azul j4 atinge o pico ligeiramente depois da
curva vermelha. Conforme o tempo passa, esse pequeno atraso em cada estagio do movimento do
péndulo vai se acumulando. Por volta de t = 10 s, a solugdo linear (vermelha) e a solugdo exata
(azul) estdao quase em oposi¢ao de fase.

Em relacdo a série de poténcia do periodo exato T do péndulo simples, ja vimos que a férmula
do periodo é dada por,

s

2, [™? -1/2
T:—O-/ (1—k2-sin29) de.
0

Vamos escrever essa expressao de uma outra maneira, objetivando escrever uma férmula do
termo geral para o teorema do bindmio de Newton. Se tomarmos a expansdo de (1 — x)~'/2, para
x = k% - sin? 6, teremos que,

(Imx) 2oy by 1P 139,

> 2.4x +2-4-6x + ...+ Cxt+ .

Vamos analisar o coeficiente do termo de x", note que o padrdao dos termos dessa expansdo €
tal que o numerdador dos coeficientes ¢ um produto de nimeros impares e o denominador desses
coeficientes € o produto de nimeros pares, entdo, podemos escrever,

1-3-5---(2n = 1)

-3
Cn = 2-4-6---(2n)

Vamos reescrever C,, de uma forma um tanto mais conveniente, o0 denominador que € um produto
de fatores pares, pode ser dado por,

2:4.6---2n)=2-1)-(2-2)-(2-3)---2-n)=2-2---2)-(1-2---n) =2" - p!

Para o numerador que é o produto dos fatores impares, vamos simplesmente multiplicar e dividir
pelo produto dos nimeros pares 2 -4 - 6 - - - (2n), de forma que teremos o que segue,

1:2:3-4-5---(2n-1)-(2n) _ (2n)!

1-3:5--(2n — 1) = 346 (2 T

E, com isso, podemos escrever C, da forma a seguir,

(2n)!
_ 2n . pn! _ (21’1)!
Cn =S n!  22(p))?’
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Com isso, a expansao binomial fica,
= 2n)!
— )2 = 2‘ _C@mt o
(1 - x) _nzolzzn(m)Z]x )

Substituindo x = k2 - sin® 6 na relacdo anterior, tem-se,

k" . sin?" 9.

(- aoin - 5[

2 2
= 27(n!)

Substituindo (1 — k2 - sin® #), na integral do periodo, temos que,

2 A @ ] oo
T:;~T0/O ’;[W]k sin“" 8| do.

Como sabemos a série que estamos integrando é dada pela funcao,
£(6) = C, k- sin®" 6.

Onde C,, = (2n)!/2%"(n!)? é a sequéncia de coeficientes binomiais e k = sin 6p/2. Vamos aplicar
o teste M de Weierstrass para provar que a série de funcdes ), f(6) é uniformemente convergente
em um intervalo determinado, para tanto, precisamos encontrar uma sequéncia de constantes M,, tal
que, i) | f(0)| < M, para todo 6 no intervalo [0, 7/2]; ii) A série numérica ), M, seja convergente.
Analisando a func¢do no intervalo 8 € [0,7/2], temos que, o termo do seno é limitado, pois
0<sinf<1 = 0<sin®@<1. ComoC,>0ek >0,o valor maximo de f(6) ocorre
quando sin § = 1, nestas condi¢des,

|£(0)] = Cy - k¥ sin®" 0 < C,k?" - (1) = M,

Portanto, definimos M, = C,k%" e também, notemos que a série numérica ), M, = ), C, k" é
justamente a expansio binomial de (1 — k2)~/2. Para qualquer amplitude do Angulo inicial 6y < 7/2,
temos k = sin(Ay/2) < 1. Logo, k* < 1, o que garante que a série numérica Y, M, converge
absolutamente para o valor finito 1/V1 — k2. Pelo Teste M de Weierstrass, como |f,,(0)] < M, e
>, M, nao diverge, com isso, concluimos que a série de fungdes ), f(6) converge absolutamente
e uniformemente no intervalo [0,7/2]. Assim, pela convergéncia uniforme da série, podemos
escrever o que segue,

n/2 [ 2 o /2
/O nZ:;)f(H)) do = 26 (/0 £(6) d@) .

Voltando a expressao do periodo T do péndulo,

2 e SR I 1 P
T=-—-T —— | k7" sin”" 8] d6.
2 0/0 Z[ ]

2 2
| 2(n!)

Como a série € uniformemente convergente no intervalo de integracao, podemos inverter a ordem
da soma e da integral e, com isso, ficamos,
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— 2 N (21’!)' 2n /2 -..2n
T—;TO;[W]]C /O sin“" 0 d@.

Observe que a integral é de um tipo especial bem conhecido, isto €, se trata da integral de Wallis
para poténcias pares do seno e esta integral possui um resultado bem conhecido, a saber,

n/2
. _5‘1-3-5---(2n—1)_z. (2n)!
/0 SN 0d0 = S e 2 |2

Substituindo este resultado da integral de Wallis na expressao do periodo, obtemos,

!
22w < (- =)
Simplificando 2/ com 7/2, teremos,
T =T i [ﬂr k"
P 22n(p!)2
Onde o termo geral a, € definido por,

] oenr PP, (6o
an—[m kn, Comk—smj.

Vamos usar o teste da razao para estudar a convergéncia. Para obter a,.;, substituimos n por
n + 1 na férmula de a,,, neste caso, temos,

ap+l =

(2(n+1))! ]Zk%m)_[ (2n+2)! rkmz
22t ((n 4+ 1)1)2 222 ((n+ 1)1)2 '

Agora, calculamos a razio |a,1/a,| e, ficamos com,

[ (2n +2)! ]2 (ane2
22((n + 1)1)2

em! 1?
lzwnw] .

An+l _
ap

Simplificando a expressao, teremos,

an+l
an

_ l(2n+2)! 22n (n!)? r 22
L @) a2 (n+1)1)? " Tgen

Podemos ainda simplificar mais alguns termos dessa tltima expressao,

(2n +2)!

(2n+2)!=(2n+2)(2n+1)(2n)! 2n)!

=2n+2)2n+1).

Assim como,
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n! 1 n! 1
+D)!=m+1)n! = = —_— = —.
(n+ D= (n+Dn n+1)! n+l n+ D!~ (n+1)2
Logo, podemos escrever,
ant|  [@n+2)2n+1)| 2
an | 4(n+1)2 ’
ani| _[2(n+ D2n+1) 2 ,_[ 2n+1 2'2: on+1]? 2
an 4(n+1)2 2(n+1) 2n+2 '
Agora aplicamos o limite sobre n, isto é, para n — oo e, assim, temos,
2
2n+1
L = lim nrl | _ im n k2.
n—e | ay, n—co | 2n + 2
2n 1\? 1,2
kg 24—
_ 12 1 n_n| _.2 4
L=kt lm) o | =k im | —
—+ - 2+ —
n o n n

Como lim (1/n) =0e lim (2/n) = 0, temos,
n—oo n—->oo

2+0
240
Pelo Teste de d’Alembert também conhecido como teste da razao, sabemos de acordo com [19]

que a série ), a,, converge absolutamente se L < 1; diverge se L > 1; e € inconclusiva se L = 1.
Vejamos, como L = k2, logo, a condigdo para a convergéncia absoluta &,

sin %
2

2
L:k?( ) = k> (1)? = k>

0
<1 = sin2(§)<l = <1.

Como o valor absoluto do seno de qualquer angulo sé atinge 1 em valores multiplos impares de
6o T
<l & —#+— & 0Gy#=*m.

n/2, logo, temos que,
. (6o
sin [ —
2 2 2

Portanto, a série converge de forma absoluta e uniforme para o intervalo onde 6 € definido, isto
€, 0 < 6y < . Se escrevermos a série em questao, explicitamente, temos,

o] 1 2
nzzoan(eo) =1+ A—Lsin2 (%) + 69—45in4 (%) + gzsin6 (%) + ...

A soma infinita dessa série resulta ou converge para o valor,
[ee]
2 . (6o
Z ay(6g) = =K |sin|—|].
n 2
n=0
Logo, o periodo exato T converge para o valor encontrado anteriormente,

T:%~EK%4.

E, assim, concluimos que a série do periodo a,(6#) converge absolutamente e uniformemente
para o valor 2/x - K(k), onde K (k) representa a Integral Eliptica de Primeira Espécie.
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5 Soluc¢ao exata para a velocidade inicial diferente de zero

Na secao anterior, usamos como uma das condi¢des iniciais para o problema do movimento do
péndulo que a velocidade inicial era zero. Agora, vamos continuar o nosso estudo sobre a solu¢do
exata para a equacdo do péndulo, admitindo agora que a velocidade inicial vy ndo € mais zero, isto
€, vo # 0, mas o problema de valor inicial é essencialmente o0 mesmo daquele que tratamos na se¢ao
anterior. Vamos considerar de acordo com [18], que a conservagdo da energia mecanica total do
sistema pendular seja,

1 1
E = Evz +wj - (1 —cosf) = Evg. (36)

Agora vamos assumir de acordo com [18] que quando a velocidade € nula, o angulo € maximo,
isto €, se v = 0 entdo 6 = 6,,,,, com base nesta suposi¢ao, podemos escrever,

E = w(z) (1 = coSOax).

Como o sistema € conservativo, podemos igualar a energia total em ambos os casos e, deste
modo, tem-se,

1
Evz + Wi (1 = cosf) = wi(1 — cos Oax).

2
do
(E) =2w} - (cosf — oS Oax).
Com base na identidade trigonométrica,

6
2 . sin? (5) =1 — cos@.

Podemos reescrever a expressao anterior da maneira a seguir,

ﬁ =2 wp- sin’ (Hmi) — sin? (g)

2 2

E, com isso, teremos,

Com alguma manipulacao algébrica, ficamos com,

1 /9 da
u=— . (37)
2k Jo \/ 1 . a

Sendo consideradas as substituicoes,

LEMOS, L. S.; TAKIYA, C. Um estudo matematico sobre o movimento do péndulo simples. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica,
Bauru, v. 27, €27010, 2026.
DOI:10.21167/cqdv27¢27010  Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd/ptgR/

38



" of
=
=)

6
U=uwy-t, k:sin( ";ax).

A integral (37) pode ser reescrita como uma integral eliptica do primeiro tipo, para isso, consi-
deremos novas substitui¢des de varidveis de acordo com [18],

x:%-sin(%) — dx:%-cos(%)da.

. . . o .2 a . . ..
Usando a identidade trigonométrica, sin’ B + cos? 5= 1, considerando apenas o sinal positivo

da raiz para os fins do problema que estamos estudando, escrevemos,

(2] = - (2.

. - ) I . a
Fazendo uso desta tultima relacdo em conjunto com x = T sin (5), pode-se reescrever dx de

uma forma um tanto mais conveniente,
1
dx = 7 V1 — k2x2 da.

Tal relacdo podendo ser reescrita,

2k
do = ——— dx. (38)
V1 — k2x2

E, deste modo, substituindo (38) na integral (37), ficamos com,

1 /Z 2k dx /Z dx
U= — = u= .
2k Jo V1 — k2x2V1 = &2 0 V(1 = x2)(1 — k2x2)

k 2
como sabemos, da forma como a fung¢do integral u foi descrita ela é a forma padrao de uma integral

eliptica, ou seja,

. PR . L. (6
Onde assumimos que z € o limite superior de x quando « = 6, de outro modo, z = —sin | = | e,

¢ dx , )
u= = F(arcsinz, k°).
0 V(1 - x2)(1 - k%x?)

De acordo com [18], tomando a inversa da fun¢do F(arcsin z, kz),
arcsin z = am(u; k?).

De onde ficamos com,

Qmax
z=sn(am(u; k%)) — z=sn (wot; sin’ ( > )) .

) ) 1. (6 ]

Lembrando, como definimos anteriormente, z = T sin 3 para algum 6, e com isso, obtemos,
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lsin Q = sn |wot; sin’ Onmax .
k 2 2
. (0 .o (0
sin (%) - sn (a)ot; sin’ (%))] . 39)

Com isso, chegamos a uma relagdo geral para a funcao da posi¢cao angular do péndulo simples,
tendo assumido como uma de suas condi¢des iniciais que a velocidade é diferente de zero, observe,

gmax
por fim, que k = sin( > )

E, por fim, escrevemos,

0(t) = 2 - arcsin

6 Consideracoes finais

Neste trabalho, buscamos apresentar os principais elementos tedricos a respeito da teoria ma-
tematica do péndulo simples, foi feito uma breve descricao historica a respeito do dispositivo, porém,
nao foi a nossa pretensao fazer um estudo histérico detalhado a respeito dos péndulos, mas acre-
ditamos que a introdugdo histdrica neste texto ja serve para os fins deste trabalho. Objetivamos
apresentar neste artigo um tratamento o mais geral possivel para o movimento do péndulo simples e
a sua dinamica. Nos livros-texto classicos de fisica, principalmente, em nivel de graduagao mais ele-
mentares, como [7, 8, 11], mas também alguns mais avangados como aqueles de mecanica classica
[19] ndo tratam do assunto; por exemplo, encontramos uma descricao do péndulo simples, onde
geralmente se busca determinar a equagao diferencial do péndulo, a qual, descreve o seu movimento
e também seu periodo T, porém, tais referéncias determinam a solu¢do por uma aproximagao para
angulos pequenos. Vamos encontrar solu¢des mais generalizadas como a que apresentamos nesse
texto, em livros avancados, como aqueles que abordam a mecénica analitica [21, 22, 23].

Tal tratamento usando aproximacodes € util em muitas situacdes que envolve este instrumento,
pois como sabemos o isocronismo € uma das propriedades mais importantes dos péndulos simples,
mas esta propriedade s6 € valida quando a aproximacao sin 6§ ~ 6 vigora. O leitor deste artigo deve
ter notado que a solucdo analitica da equagao exigiu o emprego de um certo tipo de funcdo dita
nao-elementar, isto €, as fungdes elipticas, um tipo de funcao que envolve o cdlculo superior. A
solucdo geral que encontramos neste trabalho é muito importante, visto que resolver o problema de
valor inicial envolvendo a equagao diferencial do péndulo simples com o uso da aproximag¢do nao é
satisfatério em todos os casos, vimos pelo grifico, o quanto essa aproximagao vai se deteriorando a
medida que o angulo 6 vai aumentando num intervalo de 0 < 6y < 7/2.

Portanto, faz-se necessario ter em maos a solu¢ao geral para o problema, considerando qualquer
angulo 6, isso ndo s6 do ponto de vista matematico, mas também do ponto de vista da fisica, pois
apesar da aproximagdo sinf ~ € ser muito mais usual nas diversas aplicacdoes dos péndulos, é
sempre Util ter a disposi¢c@o a solucao geral que descreve precisamente todas as eventuais situagoes
envolvendo o sistema fisico em estudo. Usamos também séries de poténcias para escrever uma
expressao geral para o periodo do pé€ndulo, conseguimos mostrar que o periodo 7 do pé€ndulo
simples depende do periodo 7 obtido da aproximacao linear e de uma série das poténcias dos senos
do angulo de partida do péndulo 6, fizemos também um estudo da convergéncia da série infinita
do periodo T, mostrando que a solucdo da série pela funcdo K (k) de fato corresponde a soma da
série no intervalo de convergéncia do problema de valor inicial. Além disso, foi procurado resolver
dois tipos de problemas de valor inicial, aquele em que o péndulo parte de uma posicao inicial com
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angulo de lancamento igual a 8y e num dos problemas consideramos que a velocidade inicial v¢ era
zero, isto €, vop = 0 e no outro que vy # 0.
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