D

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
v. 27,2026
Artigo de Pesquisa

Luis Claudio Yamaoka
Universidade Federal de Sao Paulo
(Unifesp), Escola Paulista de
Politica, Economia e Negdcios,
Osasco, luis.yamaoka@unifesp.br

Artigo recebido em jul. 2026 e aceito em out. 2026
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The FM-representation for the quadratic function - Part 1

Resumo

Fixados bg, cg € R, sejam as familias de fungdes F, : R — R,
dada por F,(x) = ax® + box + cp, a € R, e fa: C — C, dada
por f.(z) = az® + boz + co, a € R*. O problema de pesquisa
consiste em variar a para obter a representacdo-F, M, que aco-
pla simultaneamente o plano cartesiano no qual o grafico de F,
evolui e o plano complexo no qual sdo tracados os caminhos das
duas raizes de f,. Metodologicamente, empregam-se conceitos
de Geometria Analitica e Célculo Diferencial. Determina-se
também a curvatura de A, : R — R? dada por A, (x) = (x, ax?)
em um xo fixo. Demonstra-se que a sequéncia de funcoes
(FH)™' : [0,+00[— [0,+0o[ dada por (F)~'(W) = \/W/n,
neN=/{1,2,3,...}, converge simplesmente, mas nao unifor-
memente, para 0, enquanto (F;)~! |[0 a converge uniforme-
mente para 0, para M > 0 fixo. Conclui-se que a representagao-
F,M unifica a geometria da pardbola e a dinamica das raizes.
Palavras-chave: funcdo quadrética; grafico; caminhos;
representacao-FM.

Abstract

Given by, co € R, let the families of functions F, : R — R be
given by F,(x) = ax®> + box + cg, a € R*, and f, : C — C be
given by £,(z) = az® + boz + co, a € R*. The research problem
consists of varying a to obtain the F,M-representation, which
simultaneously couples the Cartesian plane in which the graph
of F, evolves and the complex plane in which the paths of
the two roots of f, are traced. Methodologically, concepts of
analytic geometry and differential calculus are employed. The
curvature of 1, : R — R? given by 1,(x) = (x, ax?) at a fixed
xo is also determined. It is shown that the sequence of functions
(F)™1 2 [0, +00[— [0, +oo[ given by (F)~' (W) = W /n,
n e N ={1,2,3,...}, converges pointwise, but not uniformly,
to 0, while (F;)! |[0 a) Sonverges uniformly to 0, for a fixed
M > 0. Itis concluded that the F,M-representation unifies the
geometry of the parabola and the dynamics of the roots.
Keywords:  quadratic function; graph; paths; FM-
representation.
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1 Introducao

Fixados by, ¢y € R, sejam as familias de fungdes F, : R — R, dada por F,(x) = ax? + box + co,
e f, : C — C, dada por f,(z) = azz +boz+co, a € R*. A1fraizde f, é z; = x; + yii =

(—bo + 1/b% - 4aco) /Za earaizé zp = xp + yol = (—bo - 1/19% - 4ac0) /2a, X1, V1,X2, Y2 €
R,i=V-1.

A questao central que orienta este trabalho é: como podemos construir e utilizar uma ferramenta
de visualizag¢do simultanea que conecte diretamente a evolugdo geométrica da parébola F, no plano
real com a dinamica dos caminhos das duas raizes de f, no plano complexo, conforme a é variado?

Para responder a essa questdo, o objetivo central deste artigo é apresentar e construir a chamada
representagao-F,M aplicada a funcao quadrética. Esta representacdo propde a unido, em uma unica
figura, de duas abordagens visuais: a representagdo-F,, que consiste no plano cartesiano (xOW)
onde o grafico da pardbola F, evolui ao se variar o coeficiente a; e a representacao-M ([1] e [2]),
que consiste no plano complexo (xOy) onde sdo tracados os caminhos descritos pelas duas raizes de
fa. A representacdo-F,M € a disposi¢ao da representacdo-F, seguida, logo abaixo, € com os eixos
W e y alinhados, da representagdo-M. Além da construcao tedrica, o artigo tem como proposito
consolidar essa ferramenta como um instrumento didético versatil, desenhado tanto para o Ensino
Médio — com foco na visualizagdo sem o uso rigoroso do Calculo Diferencial — quanto para a
graduacao, por meio da aplicac@o de conceitos do Célculo Diferencial, das convergéncias simples,
uniforme e nao uniforme de sequéncias de fungdes, e da curvatura de uma curva parametrizada.

E de primeira importincia estabelecer a relacio entre a contribuicio deste artigo e os trabalhos
[1] e [2] que pavimentaram esta pesquisa. A relacdo fundamental € que, quando A = b(z) —4acy > 0,
as raizes (reais) de F, sdo as de f,, ou seja, o estudo pormenorizado dos caminhos das duas raizes
reais de f, € retomado para dar precisao aos caminhos das duas raizes (reais) de F,,. Ademais, esses
caminhos sdo indispensaveis para estabelecer a propriedade das pardbolas encaixantes (subsecao
3.1), que afirma que, dados «, 8 tais que § < a@ < 0 (ou 8 > a > 0), a pardbola Fg € interna a
parabola F,. Outras relagdes notaveis (entre os resultados aqui desenvolvidos e aqueles apresentados
em [1] e em [2]]) sao mencionadas/observadas nas figuras das representacoes-F, M, em especial nas
situacdes em que a — 0% e a — +oo.

Constituem contribui¢des especificas deste artigo:

1) A inovagao do acoplamento bidimensional, ao fundir o conhecimento prévio de [1]] e [2] com a
geometria da pardbola, entregando uma representagdo unificada (¥, M) que correlaciona a evolugao
do gréfico real e o movimento das raizes complexas em um tnico panorama visual, o que nao havia
sido feito anteriormente.

2) O estabelecimento de uma relagio entre a curvatura de 1, (x) = (x, ax? + o), com ¢g > 0, no
seu vértice e a distincia entre as duas raizes de f,(z) = az’ + co (subsegdo .

3) A interpretacio do significado da curvatura de A, (x) = (x,ax?) em xo = 0 (no seu vértice) e
em xo = 0.5 2 medida que a cresce (subsegao[3.2).

4) A prova de que a sequéncia de funcdes inversas (F)~' : [0,+co[— [0, +oo[ dada por
(Fy YI(W) =+W/n,ne N={1,2,3,...}, converge simplesmente, mas ndo uniformemente, para
0, enquanto (F})~! |[0 a) converge uniformemente para 0, para M > 0 fixo (subse¢ao .

Como perspectivaé diretas para os desenvolvimentos futuros desta pesquisa, projeta-se a constru-
cao da representagao-F, M (fixando os reais ag # 0 e cg, e variando b) e da representacdo-F.M
(fixando os reais ag # 0 e by, e variando c¢). Esses proximos passos prometem consolidar, em sua
totalidade, um panorama analitico e unificado sobre o comportamento das fun¢des quadraticas.
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2 Construindo as representacoes

1) A representacdao-F,M[(by > 0,co > 0)]

Fixados os nimeros reais by > 0 e ¢o > 0, para cada a € R*, seja F, : R — R dada por
F,(x) = ax? + box + ¢ . Denotamos o grifico de F,, que € uma pardbola, por gra f F,. Temos

graf Fongraf Fg={(0,c0)}, para a# g, (D)

pois igualando as duas fungdes para encontrar pontos de intersecdo, temos ax> + box + co =
Bx? + box + o, 0 que se reduz a (@ — B)x> = 0. Como a premissa estabelece @ # S, a tinica solugio
possivel € x = 0. Isso isola (0, ¢p) como o tinico ponto de intersecao.

Paracadaa € R*,aretar : W = box + ¢ ,em que by = F,(0), é tangente a F, em (0, co). 2)

. b .
Para cada a € R", F,, tem vértice V, = (xy,, Wy, ), onde Wy, = ?Oxva + ¢ ,1sto €, 3)
) by
V,estasobrearetav : W = ?x +cq , exceto em (0, cop). 4)

Procedemos a construgdo da representacdo-F,M[(by > 0, co > 0)] (Figura|l):

a) Tracar o sistema de coordenadas cartesianas xOW;

b) Tragar areta v: W = %x + ¢( passando por (0, ¢o) e por ( — 2b—000, 0);

c) Tragar areta t: W = box + ¢ passando por (0, ¢o) e por ( — Z—g, 0);

d) Excluir os pontos (—72,0) e (0, 0), pois nenhuma paréabola passa por eles [simbolo o];

bo
e) Posicionar M[(by > 0, co > 0)] [1}, p. 41], com os eixos W e y alinhados.
b2
Sejam a1<a2<0<a3<a4<a5:4—0<a6<a7<ag. )
co
De xy(a) = xy, = —12’—2 e (B)), temos
2C()
XVay < Xva, < ——— < XVas < XVay < Xvag < 0 < Xyg, < Xyg,. (6)
bo
——
xvas
De (3)) e (6), temos
an3 < an4 < 0 < WV% < an7 < ang <cpo < anl < anz. (7)
WVu5

Observe que aE)IPoo xy(a) =0 e, definindo Wy (a) = Wy, aE)Too Wy (a) = cy.

f) Esbocemos o grifico de Fy,: )

f.1) V,, estd sobre a reta em (@) e de modo que: por (6), 0 < xy,,; por (7), co < Wyy,.

f.2) F,, passa por (0, co).

f.3) Como a; < 0, em e): a 1* raiz (r;; = z1(ay)) de f,, satisfaz —Z—g <ryg <0,ea?2?
(r21 = z2(ay)) satisfaz ro; > 0. Logo, 71 e a1 sdo as raizes de F,;,, com rp; = 2Xy,4, — 111.
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f.4) De (2): F,, é tangente a t em (0, c).

g) Esbocemos o grafico de F,,:

g.1) V,,, estd sobre a reta em (@) e de modo que: por (6), xva, < xva,; por (7), Wy, < Wyg,.

g.2)De (I): grafF,, NngrafF, ={(0,cp)}.

g.3) Da Proposi¢io|[I} Fy, é interna a Fy,.

g.4) Como a; < ap < 0,eme): a 1*raiz (r;2 = z1(az)) de f,, satisfaz —Z—g <rpp<ry,ea??
(r2 = z2(ap)) satisfaz rop > rp1. Logo, r12 € rop sdo as raizes de F,,, com rop = 2xy,4, — I'12.

g.5) De (2): F,, é tangente a f em (0, ¢p).

h) Esbocemos o gréfico de F;,:
h.1) V,, estd sobre a reta em (@) e de modo que: por (), xy,, < —2bi0°; por (7)), Wy, <O.
h.2) De (I): grafF,, N grafFaP ={(0,co)}, p=1,2.

h.3) Como 0 < a3 < eme): a 1*raiz (r13 = z1(a3)) de f,, satisfaz —2b— <riz< —b— ea?2?

4c ’
(r23 = z2(a3)) satisfaz ry3 < ——0 Logo, r13 € rp3 sdo as raizes de Fy,, com rp3 = 2Xy4, — 113.
h.4) De (2): F,, é tangente a ¢ em (0, co).

1) Esbocemos o grafico de F,,:
i.1) V,, estd sobre a reta em (@) e de modo que: por (0), xvs, < Xva, < 2C° ; por (7)),
an3 < VV\/a4 < 0.
2

b2
1.2) Como a3 < a4 < 7, eme): a 1*raiz (r14 = z1(aq)) de f,, satisfaz —Zb— <ru<ryz,ea??

(r24 = z2(ay4)) satisfaz ry3 < r24 < —%. Logo, r14 € ra4 sdo as raizes de F,,, com ro4 = 2Xy,, — r'14.
i.3) De (1): grafFa, N grafF,, ={(0,co)}, p=1,2,3.
i.4) Da Proposi¢do 2} F,, € interna a F;.
i.5) De (2): F,, é tangente a ¢ em (0, co).

j) Esbocemos o gréfico de F:

j-1) Sobre a reta em (@): por (©) e (7), Vo = (xvas, Wyas) = ( - Zb—?, 0).
j2)De (I): grafFas ngrafF,, ={(0,c0)},p=1,2,3,4.

j-3) Da Proposicao 2} F,, € interna a F,,.

j.4) Como as = fc ,eme): a 1*raiz (r15 = z1(as)) e a 2* (r25 = z2(as)) de f,5 sdo —@ Logo,

r15 € rps sao as raizes de Fys.
j-5) De (2): F,, ¢é tangente a ¢ em (0, co).

k) Esbocemos o grafico de Fy,:

k.1) V,, estd sobre a reta em (@) e de modo que: por (6), — 00 < Xxyg, < 0;por (7),0 < Wy, < co.

k.2) De (I): grafFa, NgrafFa, ={(0,c0)}, p=1,2,3,4,5.

k.3) Da Proposi¢do[2} F,, ¢ interna a Fy,, (e portanto ndo tem raizes reais).

k.4) De (2)) F,, ¢ tangente a t em (0, cp).

Obs.: Como ag > - by , em e) a 1*raiz (ri¢ = z1(ag)) de fu6 e a2 (ry = z2(ag)), com ryg = i
(par conjugado), satlsfazem —52 < R(rie) = R(r) = —m = Xyq, < 0, onde R ¢ a parte real. A

vertical ao eixo x por xy,, = 2&; corta a semicircunferéncia superior em rg € a inferior em rpg.

Os esbocos dos grificos de Fy, € de F,, seguem o mesmo raciocinio do gréfico de F.
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Figura 1: A representacao-F,M[(by > 0,co > 0)]
w
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2
F, by /acy<ag< a;<ag

(1) a<0
(2)0<a <bp/4c,
(3) a :bg;”dcﬂ

2
Irgg (2) \\ Il:l} I[l} (4) @ > bg/4c,

1 X
I > g
by
Fys=Fe Primeira raiz
2= (xy) .- 1 Segunda raiz

RCE:x=(x0) 3
Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Paraa; < ay; <0< a3 < a4 < as = b3/4c0 < ag < a7 < ag, as pardbolas (tangentes a reta r em (0, cg))
sdo, resp., Fq, — Fgq, = Fgy — Foy — Foy — Fgg — Fu, — Fg, € seus respectivos vértices (sobre a reta v) sdo
Va, = Vay = Vay = Vg = Vg > Vog = Vg, = V. Paraag <ap <0<az <ag <as= b8/4c0, as raizes reais de
Fay, Fo,, Fay, Fa,, Fo satisfazem, resp.: ri; — rip = r13 — ria — ri5 [1*raizl e ry) — rpp — roz — rog — 15 [2°
raiz]. Para b(z) /4co < as < a7 < ag, as 3 perpendiculares aos eixos x passando cada uma por V,,, Vy,, Vg, interceptam
a semicircunferéncia superior, resp., em r6, 717, I'18, € a inferior, resp., em ryg, 127, r28. Para0 < a < b% /4co, ambas as
raizes reais de f, (as mesmas de F,) seguem uma de encontro a outra; para a = b(Z) /4cy, elas se encontram formando
a raiz dupla (abscissa do vértice de Fb(z] /400) —2c¢o/bo; para a > b%/4co, ambas as raizes de f, seguem sobre as
semicircunferéncias em pares conjugados complexos, ao passo que as raizes reais de F,, deixam de existir. Observe:
quando a — —co, a pardbola F,, (com concavidade para baixo) vai se fechando e suas 2 raizes reais (que so as de f,)
vao se aproximando, sobre o eixo real x, de 0 (exceto 0); quando a — +oo, a pardbola F,, (com concavidade para cima
e que nao tem raizes reais) vai se fechando, enquanto as 2 raizes complexas conjugadas de f, vao se aproximando,
sobre os arcos da circunferéncia, de 0 (exceto 0); quando a — +o0, 0 vértice de F, se aproxima arbitrariamente de
(0, co) [exceto (0, cg)]. Tomamos co/by = c( para que tenhamos uma visdo mais ampla dos graficos; se co/bg << cg, a
circunferéncia fica muito pequena para ser visualizada; se c¢o/by >> ¢y, a visualizacdo das pardbolas fica prejudicada.
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Exemplificamos esta construgao com a Figura[2]

Figura 2: A representacao-F,M[(by = 1,co = 1)]

. a; 9;
e
visxtl g e 150
0 <0.16<0.22<0.25
| E— —_ [ I
a a; Gg
0.25<0.35<0.5<1
| — 1 L
a, a, ag
I i | X
3 4 5
(4) ¥ (1) a<O
(-1.43,09)=r; "7 1 (2)0<a<0.25
['I?ﬂu]' raiz dupla (3)a=0.25
s (2 Ny (1) (4) a>0.25
I )’ r: 0 ¢ )- ¢ X
20 =2 I s
Fys=Fys=X Primeira raiz
Y0.25 r A | Segunda raiz
z=(xy) e P6r, M8
RCE:x=(x0 (3) (a)

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Para -8 < —1.5 < 0.16 < 0.22 < 0.25 < 0.35 < 0.5 < 1, as pardbolas (tangentes a reta z em (0, 1)) sdo,
resp., F_g — F_1_5 — F0_16 — F()_22 - F0_25 — F0_35 — F()_5 — Fl. As raizes reais de F_g,F_1_5,F0_16,F0_22, F()_25
satisfazem, resp.: r;; & =03 — rpp % =055 = ri3 = =125 - rig ® =149 - r;5 = -2 [1Praiz] e 1y =
042 > rpp ~ 121 > r)3 = =5 > ryy ~ =3.06 > rp5 = =2 [2* raiz]. Para 0.25 < 035 < 05 < 1, as 3
perpendiculares aos eixos x passando cada uma por Vj 35, V. s, V1 interceptam a semicircunferéncia superior, resp., em
rie ® —1.43 +0.9i ((-1.43,0.9)),r17 = -1 +i ((-1,1)),r13 ~ =0.5 + 0.87i ((=0.5,0.87)), e a inferior, resp., em
rog ~ —1.43 - 0.9i ((-1.43,-0.9)),r07 = -1 —-i ((-1,-1)),r8 ~ =0.5 - 0.87 ((—0.5,-0.87)). Para 0 < a < 0.25,
ambas as raizes reais de f, (as mesmas de F,) seguem uma de encontro a outra; para a = 0.25, elas se encontram
formando a raiz dupla (abscissa do vértice de Fy2s5) —2; para a > 0.25, ambas as raizes de f, seguem sobre as
semicircunferéncias em pares conjugados complexos, ao passo que as raizes reais de F, deixam de existir.

2) A representacao-F,M[(bo < 0,co > 0)]

A construgdo é similar e estd representada na Figura[3] Utilizamos as Proposi¢des[3|e[d](subsegdo
3.1). M[(bo < 0,co > 0)] € uma cortesia de [2} p. 5]. A primeira e a segunda raizes de f,, sdo,
respectivamente, ry, € rp, p = 1,..., 8.
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Figura 3: A representacao-F,M[(by < 0,co > 0)]
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0 <a;<a,<a=h, /4,

2
by /4y <ag< a;<ag

[2}Dca{b§;”4cﬂ r
(3) a =hy /4c, I _
(4) a> bgﬂicﬂ. /ralz dupla

Primeira raiz

s da rai
egunda raiz 2=(xy)

RCE:x=(x0)

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Paraa; < ay <0< a3 <ayg < as = b3/4co < ag¢ < a7 < ag, as parabolas (tangentes a reta t em (0, ¢g))
sdo, resp., Fq, — Foq, = Fgy — Foy — Foy — Fgqg — Fu, — Fg, € seus respectivos vértices (sobre a reta v) sdo
Va, = Vay = Vay = Vg, = Vg = Vag = Vg, = V. Paraag <ay <0<az <ag<as= b(2)/4c0, as raizes reais de
Fa,, Fu,, Fa,, Fa,, Fy satisfazem, resp.: rq| — rip = r;3 = rig — ris [1*raiz] e ro) — ropp — rp3 — rog — rps [2°
raiz]. Para b(z) [4co < as < a7 < ag, as 3 perpendiculares aos eixos x passando cada uma por V,,, V,,, V,, interceptam
a semicircunferéncia superior, resp., em ri6, 717, r'13, € a inferior, resp., em ryg, 127, r23. Observe: quando a — —oo, a
parabola F, (com concavidade para baixo) vai se fechando e suas 2 raizes reais (que s@o as de f,) vao se aproximando,
sobre o eixo real x, de 0 (exceto 0); quando a — +oo, a parabola F, (com concavidade para cima e que nio tem
raizes reais) vai se fechando, enquanto as 2 raizes complexas conjugadas de f,, vao se aproximando, sobre os arcos da
circunferéncia, de O (exceto 0); quando a — +o0, 0 vértice de F, se aproxima arbitrariamente de (0, ¢g) [exceto (0, ¢g)].
Tomamos |co/bg| = co para que tenhamos uma visdo mais ampla dos graficos; se |co/bg| << cp, a circunferéncia fica
muito pequena para ser visualizada; se |co/bg| >> cg, a visualizag@o das parabolas fica prejudicada.

3) A representagcdo-F,M|[(by > 0,co < 0)]

A construgdo estd na Figura[dl Usamos as Proposi¢des [I] e 2] (subsecdo[3.1). [2, p. 5] nos cedeu
M[(by > 0,co <0)]. A 1*e a2®raizes de fa, sdo, respectivamente, 1, € 1, p = 1, ..., 8.
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Figura 4: A representacao-F,M[(by > 0,co < 0)]
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2
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Primeira raiz ¢ F1a=T=Xy
Segunda raiz E? - — M= (xy)
(1) 2} RC¢:x=(x0)

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Para a; < ar < a3 < a4 = b(2)/4c0 < as < ag < 0 < a7 < ag, as parabolas (tangentes a reta ¢t em (0, ¢g))
sdo, resp., Fy, = Fo, = Foy = Fop — Foy — Foqg — Fa, — Fg, € seus respectivos vértices (sobre a reta v) sdo
Va, = Vay = Vay = Vg, = Vag = Vg = Vo, = Vg Paraag < as < asz < b(z) /4co, as 3 perpendiculares aos eixos
x passando cada uma por V,,, V,,, V4, interceptam a semicircunferéncia superior, resp., em r21, 722, 123, € a inferior,
resp., em riy, 712, r13. Para as = b%/4co <as < ag <0< ay < ag, as raizes reais de Fy,, Fus, Fu4, Fa,, Fa, satisfazem,
resp.: ri4 — ri5 — rig — ri7 — rig [12raiz] e roa — ros — ryg — ro7 — rpg [2% raiz]. Paraa < b(2)/4co, ambas as
raizes de f, vAo uma de encontro a outra sobre as semicircunferéncias em pares conjugados complexos, ao passo que
as raizes reais de F, ndo existem; para a = b(z) /4cop, ambas raizes de f, se encontram formando a raiz dupla (abscissa
do vértice de F, b2 /460) —2c¢0/bg; para b% /4co < a < 0, ambas as raizes reais de f, (as mesmas de F,) se afastam uma
da outra. Observe: quando a — —oo, a pardbola F, (com concavidade para baixo e que nao tem raizes reais) vai se
fechando, enquanto as 2 raizes complexas conjugadas de f,; vao se aproximando, sobre os arcos da circunferéncia, de
0 (exceto 0); quando a — +co, a pardbola F, (com concavidade para cima) vai se fechando e suas 2 raizes reais (que
sdo as de f,) vao se aproximando, sobre o eixo real x, de 0 (exceto 0); quando a — +oo, 0 vértice de F, se aproxima
arbitrariamente de (0, ¢g) [exceto (0, cp)]. Tomamos |co/bg| = |co| para que tenhamos uma visdo mais ampla dos
graficos; se |co/bg| << |copl, a circunferéncia fica muito pequena para ser visualizada; se |co/bg| >> |co|, a visualizacdo
das parabolas fica prejudicada.
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4) A representacao-F,M[(bo < 0,co < 0)]

A construgdo estd na Figura[5] Usamos as Proposi¢es [3|ed] (subsegao[3.1)). [1L p. 43] nos cedeu
M[(bg <0,co <0)]. Al*ea?2®raizes de fap sdo, resp., rip € rop, p = 1,...,8.

Figura 5: A representacdo-FoM[(by < 0, co < 0)]

E\ \F, tW

&

17

_ .2
a,<a,<a,<a, = bﬂ-;’fxcﬂ
2
bn-fdcﬂ<aﬁ< ag< 0
0« a;<dg

(1) a < by /4c,

2
:..’} a= b”ch”
raiz dupla (3) b.ifdf.-; <a<0
| ‘(!} , . Aa=0 X
F16 Fis Fy7
= Primeira raiz
F1a=Tg=% :
Segunda raiz
z=(xy) T .

RCE:x=(x0)
Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Paraa; < ar < a3 < a4 = b(z)/4c0 < as < ag < 0 < a7 < ag, as parabolas (tangentes a reta t em (0, cg))
sdo, resp., Fy, — Foq, = Fgy — Foqy — Foy — Fgqg — Fg, — Fg, € seus respectivos vértices (sobre a reta v) sdo
Vai = Vay = Vay = Vg = Vg = Voo = Vg = V. Paraa; < az < az < bé/4co, as 3 perpendiculares aos eixos x
passando cada uma por V,,, V,,, V,, interceptam a semicircunferéncia superior, resp., em ra1, 122, 123, € a inferior, resp.,
emrii,r2,ri3. Paraag = bé/4c0 <as <ag <0 <aj <ag, asraizes reais de Fy,, Fu, Fuy, Fu,, Fag satisfazem, resp.:
ria — ri5s — rig — ry7 — rig [12 raiz] e rog — ros — rayg — rp7 — rpg [2% raiz]. Observe: quando a — —oo, a
parabola F, (com concavidade para baixo e que nao tem raizes reais) vai se fechando, enquanto as 2 raizes complexas
conjugadas de f, vdo se aproximando, sobre os arcos da circunferéncia, de O (exceto 0); quando a — +oco, a pardbola
F, (com concavidade para cima) vai se fechando e suas 2 raizes reais (que sao as de f,) vao se aproximando, sobre o
eixo real x, de 0 (exceto 0); quando a — +oo, 0 vértice de F,, se aproxima arbitrariamente de (0, cg) [exceto (0, ¢g)].
Tomamos co/bg = |cg| para que tenhamos uma visdo mais ampla dos graficos; se co/by << |co|, a circunferéncia fica
muito pequena para ser visualizada; se c¢o/bg >> |cg|, a visualizag@o das parabolas fica prejudicada.
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5) A representacao-F,M[(by =0, co > 0)]

Fixado co > 0, para cada a € R*, seja F, : R — R dada por F,(x) = ax® + co. Sabemos que
graf Fongraf Fg={(0,c0)} para a # . ()
Paracadaa € R*,aretar: W = F,(0)x + co = co é tangente a F, em (0, c). 9
Para cada a € R*, F,, tem vértice V, = (0, cg). (10)

Procedemos a construgdo da representagcdo-F,M[(bo = 0, co > 0)] (Figura6):
a) Tracar o sistema de coordenadas cartesianas xOW;

b) Tracar aretat: W = co;

c¢) Excluir o ponto (0, 0), pois nenhuma parabola passa por ele [simbolo o];

d) Posicionar M[(by = 0,co > 0)] [2} p. 8], com os eixos W e y alinhados.

Sejama1<a2<a3<a4<0<a5<a6<a7<ag.

e) Esbocemos o grafico de Fy;:

e.1) De (10): F,, tem vértice V,, = (0, co).

e.2)Comoa; < 0,emd): al?raizde f,, ér11(=z1(a1)) <0,ea2raizde f,, ér1(= z2(ay)) >
0, com rp; = —ryy (veja (I8). Logo, r1; e rp; sdo as raizes de Fy,.

e.3) De (O): F,, é tangente a t em (0, co).

) Esbocemos o grafico de Fy,:

f.1) De (I0): F,, tem vértice V,, = (0, cop).

£.2) De ®): graf Fa, Nngraf F, ={(0,co)}; da Proposi¢ao5} F,, é internaa F,.

£.3) Como a; < az < 0, em d): a 1% raiz de f, € ri2(= z1(a2)) < ri1, e a 2* raiz de f,, é
r2(= z2(az)) > ra1, com ryp = —ri2. Logo, r12 e ry; sdo as raizes de Fy,.

f.4) De (9): F,, € tangente a z em (0, co).

Os esbogos dos grificos de F,, e de F,, seguem o mesmo raciocinio do gréifico de F,.

g) Esbocemos o grafico de Fy;:

g.1) De (I0): F,, tem vértice V,, = (0, co).

g2) De @): graf Fos Ngraf Fu, ={(0,c0)}, p=1,2,3,4.

g.3) Como as > 0, F,, tem concavidade para cima (e portanto ndo tem raizes reais);

g.4) De (9): F,, é tangente a ¢ em (0, co).

Obs.: Como as > 0, em d): a 1* raiz (r15 = z1(as)) de f,, estd sobre o eixo y (I(ry5) > 0), e
a 2% raiz (rys = z2(as)) de f,, também (I (r25) < 0), com ras5 = —ry5 (veja (I9)), onde I denota a
parte imagindria. r;5 e rp5 ndo aparecem no eixo y da representagdo-M da Figura [0

h) Esbocemos o grafico de Fy,:

h.1) De (I0): F,, tem vértice V,, = (0, co).

h.2) De @): graf Fu, N graf Fa, = {(0,c0)}, p =1,2,3,4,5; da Proposigdo @: F,, é interna
aFy,.

h.3) Como ag > 0, F,,, tem concavidade para cima (e portanto nao tem raizes reais).
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h.4) De (9): F,, é tangente a t em (0, co).
Obs.: Como ag > as, em d): a 1* raiz (ri¢ = z1(as)) de f,, estd sobre o eixo y (I (ri5) >
I(rig) > 0), e a2%raiz (r6 = z2(ag)) de fa(, também (I (r25) < T(ry) < 0), com ryg = —ri6.

Os esbogos dos grificos de Fy, e de F,, seguem o mesmo raciocinio do gréifico de F,.

Figura 6: A representacdo-F,M[(by =0, co > 0)]

w
0{054'05-: a; < ag
aif azfaac ﬂdfﬂ
X
14 fiz3 /T2 T B Ty, 3 g
Y
F F
3 a, a9
¥y
T "6
¥ (2) (a<0
T rl;r {2} as>0
r
T 18
| {1} | | .‘ | | ) 1 | {1} 1 X
M4 s Tz My 0076 B3 M4
I8
Ty Primeira raiz
B A2 Segunda raiz
2= (xy) T
RCE:x=(x0) 26

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Para a; < ap < a3 < ag < 0 < as < ag < a7 < ag, as pardbolas (tangentes a reta t em (0, cg)) sdo,
resp., Fyy = Foqy, = Fyy — Faq, = Fo, — F4, — F4, — Fg, e seus respectivos vértices sdo (0, cg). Para
a; < ax < az < ay4 < 0, as pardbolas Fy,, Fy,, Fu,, Fu, vd0 se abrindo e concomitantemente suas raizes reais vao
se afastando de O sobre o eixo real x: ri; — rip — riz — ri4 [1*raiz] € rop — rop — raz — ro4 [2% raiz]. Para
0 < as < ag < ay < ag, as pardbolas F,, Fy, Fu,, Fag, que ndo tém raizes reais, vao se fechando. [Veja a subsecdo

B2

Exemplificamos esta constru¢do com a Figura
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Figura 7: A representacdo-F,M[(bo = 0,co = 1)]

w

R
rz 1 P I3 rz?\

RERN [ \
0.45\ 1 1.83 3.54

y
+r..=(0,354)
1 (1) a<o0
Y (2) (2) a>0
T
T"7
(1) +h1s (1) .
——— 1
Ma iz Ny Mg [; Lofa I3 a
(-3.54,0) 1* (3.54,0)
rZT
--rZE
2= (xy) M (2) Primeira raiz
RCE:x=(x0) Segunda raiz

4r,.=(0,-3.54)
Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Para -5 < -1 < -0.3 < -0.08 < 0 < 0.08 < 0.3 < 1 < 5, as pardbolas (tangentes a reta r em (0, 1)) sdo, resp.,
F.s » F1 —» F_g3 — F_g93 — Foos — Fo3 — Fi — Fs, e seus respectivos vértices sdo (0, 1). As raizes reais
de F_s, F_1, F_o3, F_q.08 satisfazem, resp.: rj; = =045 - rjp = -1 - ri3 = —1.83 = rju = =3.54 [1*raiz] e rp; =
045 - rpp=1—>r33 = 1.83 — royg = 3.54 [2%raiz]. Para0 < 0.08 < 0.3 < 1 < 5, as pardbolas Fy g3, Fo.3, F1, F5 vao
se fechando e concomitantemente as 2 raizes complexas conjugadas de fo 08, f0.3, f1, f5 vao se aproximando de O sobre
0 eixo imagindrio y: ris ~ 3.54i ((0,3.54)) — ri6 = 1.83i ((0,1.83)) — r17 =i ((0,1)) — rig = 0.45 ((0,0.45)) [1*
raiz] e ros ~ —3.54i ((0,-3.54)) — ry¢ ~ —1.83i ((0,-1.83)) — ro7 = —i ((0,—1)) — rpg ~ —0.45i ((0,-0.45)) [2°
raiz].
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6) A representacao-F,M[(by =0, cy < 0)]
A construgdo estd na Figura[8] Usamos as Proposi¢oes [3] e [6] (subsegdo [3.1). [2] p. 8] nos cedeu
M[(bg=0,co <0)]. Al*ea?2®raizes de fap sdo, resp., rip €ryp,p =1,...,8.
Figura 8: A representacdo-F,M[(by =0, co < 0)]

F\ F W

a; g

ﬂfasfasq o, <dg

<ag<a,<ax
aiazasaqﬂ

¥
PEN ¥
Al (1) a<0
4 (2)a>0
[ &
(2) 110 (2) x
| [ | | | | ri | |
T T ’ T T T T ) T T
Fag N Fy7 s 1 f1s Fi7 fig Fi5
M
1M Primeira raiz
w (1) Segunda raiz
z=(xy) Ir,

RCE:x=(x0)
Fonte: elaborada pelo autor

Paraa; < ay < a3 <as <0 <as <ag < ay < ag, as parabolas (tangentes a reta t em (0, cg)) sdo, resp., Fy, — Fg, —
Fa, = Fy, — Foy = Fy, — F4, — Fg, e seus respectivos vértices sdo (0, cp). Paraa; < ax < a3 < aq <0, as
pardbolas Fy,, Fa,, Fa;, Fqa, vao se abrindo e concomitantemente as 2 raizes complexas conjugadas de fu,, fa,» fas» fas
vao se afastando de 0 sobre o eixo imagindrio y: rj; — rjp — ri3 — ri4 [1*raiz] e ro; — rop — rp3 — rpg [2° raiz).
(14 € 24 ndo aparecem no eixo y da representagdo-M.) Para0 < as < ae¢ < a7 < ag, as pardbolas F, Fy, Fy,, Fgg Va0
se fechando e concomitantemente suas raizes reais vao se aproximando de 0 sobre o eixo real x: rj5s — rig — r17 — g
[12 raiz] e rps — rog — ra7 — rog [2% raiz]. Note: quando a — —oo, a parabola F, (com concavidade para baixo e que
ndo tem raizes reais) vai se fechando, enquanto as 2 raizes complexas conjugadas de f, vao se aproximando, sobre o
eixo imagindrio y, de 0 (exceto 0); quando a — +o0, a pardbola F, (com concavidade para cima) vai se fechando e suas
2 raizes reais (que sdo as de f,) vao se aproximando, sobre o eixo real x, de 0 (exceto 0).

7) A representacao-F,M[(by > 0,co =0)]
Fixado by > 0, para cada a € R*, seja F, : R — R dada por F,(x) = ax? + box. Sabemos que

graf Fongraf Fg={(0,c0)} para a # . (11)
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Paracadaa € R*,aretar: W = box ,em que by = F,(0), é tangente a F, em (0, 0). (12)
Para cada a € R", F,, tem vértice V, = (xy,, Wy, ), onde Wy, = (bo/2)xy, ,isto €, (13)
V, esta sobre aretav : W = (bg/2)x , exceto em (0,0). (14)

Procedemos a construcdo da representagdo-F,M[(bo > 0, co = 0)] (Figura[9):
a) Tracar o sistema de coordenadas cartesianas xOW;

b) Tracararetav: W = %x passando por (0, 0);

c) Tragar areta t: W = bgx passando por (0, 0);

d) Posicionar M[(by > 0,co = 0)] [2 p. 9], com os eixos W e y alinhados.

Sejam aj<ay<az<ag<0<as<ag<ar<as. (15)

De xy(a) = xy, = —g—g e (15)), temos

XVas < XVag < XVa; < Xygg < 0< Xva, < XVa, < Xvay < XVay- (16)
De (13) e (16), temos
ans < an6 < an7 < ang <0< anl < anz < an3 < an4. 17)

Observe que lim xy(a) =0 e, definindo Wy(a) =Wy,, lim Wy(a) =0.
a—+oo a—+00

e) Esbocemos o grafico de Fy,;:

e.1) V,, estd sobre a reta em (I4) e: por (16)), 0 < xy,,; por (I7), 0 < Wy,,.

e.2) Comoa; < 0,emd): al®raizde f,, ér11(=z1(a1)) =0,ea2*raizde f,, éra1(= z2(ay)) >
0. Logo, r11 =0 e rp; > 0 sdo as raizes de F,,, com rp) = 2xy,,.

e.3) De (12)): F,, é tangente at em (0,0).

f) Esbocemos o grafico de F,,:

f.1) V,, estd sobre a reta em (14)) e: por (16), xy4, < Xva,; por (I7), Wy,, < Wy,,.

f.2) De (I1): graf F,, N graf Fa ={(0,co)} ; da Proposicdo[I} F,, éinternaa F,,.

£.3) Como a; < az < 0, em d): a 1* raiz de f,, é ri2(= z1(a2)) = 0, e a 2* raiz de f,, ¢
r2(= z2(az)) > ra1. Logo, 12 = 0 e ryp s@o as raizes de F,,, com 2 = 2Xyq,.

f.4) De (12)): F,, é tangente a r em (0, 0).

Os esbogos dos graficos de Fy, e de F,, seguem o mesmo raciocinio do grafico de Fy,.

g) Esbocemos o grafico de Fy;:

g.1) V,,, estd sobre a reta em (14) e: por (I6), xv.; < 0; por (I7), Wy, < 0.

g.2) De (TI1): graf Fo; Ngraf Fa, ={(0,co)},p=1,2,3,4.

g.3) Como as > 0,emd): a 1*raizde f,5 éri5(= z1(as)) = 0,ea2raizde f,; é ra5(= z2(as)) <
0. Logo, r15 = 0 e 25 sao as raizes de Fy,, com ra5 = 2xy,s.

g.4) De (I2): F,, é tangente a  em (0, 0).

h) Esbocemos o grafico de Fy,:
h.1) V,, estd sobre a reta em (I4) e: por (16)), xv4; < xva, < 0; por (I7), Wyag < Wy, < 0.
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h.2) De (T1): graf Fa, Ngraf Fa, ={(0,c0)}, p=1,2,3,4,5;da Proposigﬁo F,, ¢ interna
aFy.

h.3) Como a¢ > a5 > 0, em d): a 1*raiz de f,, é ri6(= z1(ac)) = 0, e a 2* raiz de f,, € tal que
r25 < rae(= z2(ae)) < 0. Logo, r16 = 0 e r26 50 as raizes de F,, com a6 = 2xy,.

h.4) De (I2)): F,, ¢ tangente a t em (0, 0).

Os esbocos dos grificos de F,, e de F,, seguem o mesmo raciocinio do gréifico de F,.

Figura 9: A representacao-F,M[(by > 0, co = 0)]

R E\ R W v: box
2
Fq
5 % r:rif: azfasc a"cﬂ
Ly
v
Dg, 1 ! Gy X
Fs Doy, LY,
g
74
95
O<a<ag< ay<ag F,
g
Y (1)a<o
(2)a>0
(2) | (1)
(2) \‘/ (1) X
i = i i i q i i i 3 i
Iy e Ty N By Mo F3 Fra
z=(xy) Primeira raiz
RCE:x=(x0) Segunda raiz

Fonte: elaborada pelo autor

N

Nota: Para a; < ap < a3 < a4 < 0 < as < ag < a7 < ag, as pardbolas (tangentes a reta ¢t em (0,0)) sdo,
resp., Fyy — Fuy = Foy — Fop — Foy = Fay — Fu, — Fgyg, € seus respectivos vértices (sobre a reta v) sdo
Va, = Vay = Vay = Vo, = Vag = Voo — Vg — Vg As raizes (reais) de Fy,, Fay, Fayy Fays Fass Fag, Fars Fag
satisfazem: 0 -0 ->0—->0—->0—->0—>0—>0 [lzj raiz] €rol — Iy — 13 — 14 — 15 — g — 7 — 18 [Zg
raiz]. Para a; < a; < az < a4 < 0, as pardbolas F,, Fg,, Fu,, Fa, Va0 se abrindo e concomitantemente temos para as
raizes (reais) de f,,, fu,, fas» fa,: @ 1*raiz € 0 e a2*raiz vai se afastando de O sobre o eixoreal x (rp; — ron — r23 — r24).
Para 0 < a5 < a¢ < a7 < as, as pardbolas F,, Fy, Fu,, Fu, vao se fechando e concomitantemente temos para as raizes
(reais) de fous, fags fars fug: @ 1*1aiz € O e a 2% raiz vai se aproximando de O sobre o eixo real x (125 — rag — 127 — 1238).
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8) A representacao-F,M|[(by < 0,co =0)]

A construgdo é similar e estd representada na Figura [[0] Utilizamos as Proposicoes [3] e [
(subsecdo . [2, p. 9] nos cedeu M[(by < 0,cop = 0)]. A primeira e a segunda raizes de Jfa, sdo,
respectivamente, ry, €12, =0, p=1,...,8.

Figura 10: A representacdo-F,M[(by < 0,co = 0)]

v: bo x Wk, F Fa,

a;

2

Caso.<as
.‘:riusl?ﬂ3 ﬂ"’ﬂ

a4
ﬂfﬂsa'ﬂﬁ{ u?{aﬂ
Fa
4
Fa
y (1) a<0
(2)a>0
(1) (2)
(1) N ) x
: < : et -;/ : : < :
Mg a3 TNy Mgy Ng Ns
z=(xy) Primeira raiz
RCE:x=(x0) Segunda raiz

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Para a; < ap < a3 < a4 < 0 < as < ag < a7 < ag, as pardbolas (tangentes a reta ¢t em (0,0)) sdo,
resp., Fyy = Foy = Foy — Fop — Fo, = Fu4y — Fu, — Fy, € seus respectivos vértices (sobre a reta v) sdo
Va, = Vay = Vay = Vo, = Vug = Voo — Vi, — V. As raizes (reais) de Fy,, Fay, Fayy Fays Fass Fag, Fars Fag
satisfazem: rygy D rpp —Dri3 D>rg Dris >rie —ry7 —>rig [lgraiz] e0»0-0—-0—-0—-0—-0—-0 [2§
raiz]. Para a; < a; < az < a4 < 0, as pardbolas F,, Fg,, Fu,, Fa, Va0 se abrindo e concomitantemente temos para as
rafzes (reais) de fu,, fa,» fas» fa,: @ 1% 1aiz vai se afastando de O sobre o eixo real x (r1; — ri2 — r13 — ri4) e a 2* raiz
€ 0. Para0 < as < ag < a7 < ag, as pardbolas F., Fy,, Fy,, Fa vao se fechando e concomitantemente temos para as
raizes (reais) de fus, fas, far» fag: @ 1 raiz vai se aproximando de O sobre o eixo real x (r15 — rig — r17 = rig)ea2*
raiz € Q.
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9) A representacao-F,M[(bo =0, co = 0)]

A construgdo esta na Figura Usamos as Proposicoes [5] e [6] (subsecao [3.1).
Figura 11: A representacio-F,M[(by =0, co = 0)]

w

ﬂ<aj<aﬁ< a;<ag

r:riq' 02<03< a"{ﬂ
Y (1) a<0
(1) | (2) (2) a>0
L x
0

raiz dupla

z=(xy)
RCE:x=(x0)

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: Paraa; < a» < az < aq <0 < a5 < ag < ay < ag, as pardbolas (cujos vértices tangenciam o eixo real x em
(0,0)) sdo, resp., Fy, = Fgy = Fgqy = Fyy = Foy = Fyy = Fq, = Fyuy. F, temraiz duplanula, p = 1,...,8.

[Veja as subsegdes[3.2)e[3.3]] ’

3 Apéndice

3.1 Parabolas encaixantes

Proposicao 1 Sejam by > 0 e ¢ reais fixos. Dados a, B € R*, com 8 < a, sejam F, : R — R dada
por Fo(x) = ax®> +box +cp e Fg : R — R dada por Fg(x) = Bx? + box + co. Entdo, a pardbola Fg
é interna a parabola F,.
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A=
A

Prova:  Sejam by > 0 e ¢ reais fixos. Dados a, 8 € R*, com 8 < @, temos:

(bo>0) (bo>0)
B<a<0 = 0<Xvﬁ<xv = co < Wy, <Wy,.

a<0=1ImF, ={WeRIW<Wy,}; B<0=ImFzg={WeR|W < Wy}
Seja ¢ < Wy,. ¢ pode estar em qualquer das 3 regides: co < ¢ < Wy,, ¢ =co, ¢ < ¢o.
* co<c < Wy(<Wy,)

(<) 2 (<)
Afirmagdo 1: a <0 e %ﬁ;oc) <0ecop—c<0 @LKC};;'_C)Sa<Oeco—c<O.

Prova da Afirmacdo 1:

=)

l.a<0=a<0.
2. co—c<0=co—c<0.

2 da(eo-c) () - (a<0 ) (9, (me<) () 42
3, A9 120 BV b2 _sateg-e) 2 0= daleo—c) < b2 S a 'S
()
Logo,4(C - <a<0ecyp—c<O.
(=)

1. co—c<0=co—c<0.
b2 (<) (>) 2 b2 (>

2.4(C0—°_C)Sa<0=>a<0€a>4(c ):>a<oea (000—6‘)20:>a<06
-2 () (co-e<0 > 2
_MELC((ZO—?c)—bO 205V a<0e 4a(co-c)=by < 0=a <0 e bj-4a(co-c) 2 0
2_ —
=a<0 e—b0 42(60 2 (20.
(<)
LOgO,a<O e%(acoc) OeCO—C<O O

Retornando a regido cg < ¢ < Wy, temos:

b 4 b
ﬁ<0eco<csWVﬂ<:>,8<0ec0<C<ﬁj’ﬁo@ﬁ<oec()_c<o< ﬁ(c<)4ﬂc) -
b2-4pB(co- (AL1) 2
B<0e-L ﬁg:oc}<()eco—c<0 oo C)_,B<Oec0—c<0

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungdo Fg €

bo )zz_w — _boi@
NF ,

F31(c) = {x € RIFs(x) = c}:{x <RI (VR ¢ by = 0

Da mesma maneira,

b(2)—4cx(c0—c) (Afl) b2

1o <0ecop—-c<0 & —2-<a<0

a<0ecop<c<Wy, & ..eoa<0e 1)

e co—c<0.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungao F, é

2 2_4q(co—c ,lb2—4ac —c
FC;I(C):{XERlFa(x):C}:{xeRl (\/__ 258—(2) :_bO 4, (0 )}:{_ﬁi 0 (() )}

4a 2a 2a

2 2
Como S < a, 4(b =) <a <0, 4(Cb <pB<0,Co=co—c <0, by > 0, resulta da Figura 4

de [1} p. 42] - com Cy no lugar de ¢y -, que
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2 2B

ﬁtﬂﬁﬁ%;G@+

Fy'(co) = {x e RIFp(x) = co} = {0, —%} e F;'(co) = {x € R|F,(x) = co} :{o, _%}

bo>0
0>a>p = O>%>é(0:>>)0<_bo
* ¢ <co(< Wy, <Wy,)
~ 9. _ b-4a(co—c)
Afirmagao 2: Paraa # 0 vale : *———
Prova da Afirmagao 2:
b2—4a(co- b%—-4a(co—c)+4a(co—
o Z(aco c) tco—c < 0 o 2 a(co 4ca)+ a(co—c)

Retornando a regido ¢ < ¢p < Wy, temos:

4Bco—b>
c<co<Wy, & c<c< ﬁ4ﬂ°

(Af:2)
c—cp<0 & B<0eco—c>0.

Logo, a imagem inversa de c pela fungdo Fg €

Flgl(c) = {x e R|F3(x) = c}:{x € R| (@x -

Da mesma maneira,

b(2)—4a(c0—c)
4a

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungao F, é

c<co<Wy, & ..

Fojl(c):{xeR|Fa(x):C}:{xem(ﬁx_zs_g_a)z:

0<cyg-c

)

<c—-cpec—cy<0

_bgtatco=o) | _ ) by
- 20

<c—-cyg & a<0.

4a

- 4Ble—o)-b3

b2-4B(co—c)

<= (0,00) (<%, c0) € (0.co) (<21co).

b2
<0e 22<0=a<0. O

4p

__bgaBo=a | _ ) b
T A [T

(Af2)

da

4B

S a<0

<Cc—c¢Ccyp €

28

+ 3 /b(z)—4ﬁ(c0—c) }

e co—c>0.

2a

+ 1b3—4a/(co—c) }

Comof <a,a<0,8<0,Cy=co—c >0, bg > 0, resulta da Figura 1 de [1, p. 41] - com

Co no lugar de ¢ -, que

25 2a

2a
Como ¢ < Wy, € qualquer, provamos que

bo ,/b%—4,8(c0—c) bo ,/bg—4ﬁ(c0—c) bo
wt | Em &

2a 2a

ﬁiﬁ@ﬁwdéﬂ_

2a

A /b(z)—4oz(c0—c) c)

2B 2B 2B 2 2a

co<Vc £ WVB;

_G@+£iﬁﬁﬁw)6@_ﬁiﬁ@ﬁw);6@

(0, ¢0) (=%,¢0) & (0,¢0) (=22, ¢9), ¢ =co;

2a 2a

Jr-dater=o
. _c) (_@ _

2a

A [b%—4a(c0—c) c)

28 2B o

by | \E4B(c0=0) b BR4Beo—0) bo
._E'FT,C ___—,09_2_

2a 2a

+ﬁiﬁ@ﬁw)€@_
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Ve < cyp.

Portanto, a pardbola Fg € interna a pardbola F,.
(Observe: provamos que, para cada ¢ < Wy,, o segmento de reta que une as 2 raizes de Fg — ¢ €
subconjunto préprio do segmento de reta que une as 2 raizes de F, —c.) O

Proposicao 2 Sejam by > 0 e cg reais fixos. Dados «, 5 € R}, com a < B, sejam F, : R — R dada
por Fo(x) = ax®> +box +cp e Fg : R — R dada por Fg(x) = Bx? + box + co. Entdo, a pardbola Fg
é interna a parabola F,.

Prova:  Sejam bg > 0 e ¢ reais fixos. Dados @, 8 € R}, com a < S, temos ImF, = {W €
RIW > Wy, }, pois @ > 0, ImFg = {W € R|W > Wy, }, pois > 0, e

bo>0)

1.1 % by _ bo _bo o _bho b b

0<0‘<:3:>0<ﬁ<a 0<ﬂ<a:>0> 5 > . = 0> - 2% > = xy, <
(b0>0) (CQER)

xy, <0 = %xva<%xvﬁ<0 ”2" +co<b—xvﬁ+co<c0:> Wy, < Wy, <co .

Seja ¢ > Wy,. ¢ pode estar em qualquer das 3 regides: Wy, <c<co, c=co, ¢ > co.

s (Wy, )Wy, <c<co

>) (<) 2
Afirmagao 1: 0 < a e%ﬁfoc) >0eco—-c>0 © 0<a < 4(cb00—c) e co—c > 0.

Prova da Afirmagao 1:

=)

l.a>0=a>0.

2.co—c>0=>co—c>0.

b2-da(co—c) (>) _ (a>0) >) (<) (cg—c>0) (<) p2
3.%20 = b(z)—4a(co—c)20=>4a(co—c)sb(2) = aﬁm.
< B
LOg0,0<aSmCCO—C>O.
(=)

1. co—¢c>0=co—c>0.

<) 2 (<) 2 b2 (<)

2.O<as4(c ):>a>0ea<4(c ):>a>Oea (COO_C) <0=>a>0c¢e¢
—o)=b2 (9 >0 (<) (>)
% < 0(00:c>>)a>0 e4a(co—c)—b% <0=a>0ce¢ b(z)—4a(c0—c) >0
2_ o
S >0 o a0 Py
b 4a(coc)(>)
Logo,0 < a eT 0Oeco—c>0. O

Retornando a regiao Wy, < ¢ < co, temos:

4Bco—b? 4 b
O<BeWy, <c<cope 0<pBe ﬁTﬁ°<c<c0@0<,8 %<O<co—c@

- —c (Af.1) 2
0<ﬁe%;°‘)>0eco—c>0 & 0<,8_4(Cb

Logo, a imagem inversa de c pela fungdo Fpg €

g © co—c>0.
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4
D)

48 2B 2

2 —48(co—c b2-4B(co—c
Fﬁ_l(c):{x€R|Fﬁ(x):c}:{x€R|(\/Bx+2bTOB) _ bi4Ble >}:{_@1\/0 Pleo >}.

Da mesma maneira,

b(2)—4a(c0—c) (Af ) b2

_ _%0
O<aeWy,<c<cy&e..eo0<ae o >0ecop—c>0 O<a<4(c0—c)

e co—c>0.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungao F, é

_ b2—da(co—c) \Jbi—4a(co—c)
Fl(c) = {x e R|F,(x) = c}:{x € R| (\/5x+ F) = %}:{_S_g * "—}

2a

2 2
Comoa < B, 0<a< 4(2 m_t 0<pB< 4(;; C),Co—co—c>0 bo > 0, resulta da Figura 1

de [1, p. 41] - com Cy no lugar de cg -, que

( bo \Jbi-4B(co—c) bo N \Jbi-4B(co—c) )g( bo Jbi—4a(co—c) )( by + \Jbi—4a(co—c) )
- - |-+ ¢ - - | -2+ =]

2 28 ’ 2 2B 2a 2a 2a 2a

®* C=Cyp

Fy'(co) = {x € RIFs(x) = co} ={-2,0} ¢ F;'(co) = {x € RIF(x) = co} ={-22,0}.

1 1 (Lo>0) 4 bo
0<a<ﬁ:>0<ﬁ<5 = _3<_F<O:>(__ )(Oco)g( 0)(0,00).
s c>co (> Wy, >Wy,)
- . . b%—4a(c0—c)
Afirmagao 2: Paraa #Qvale: —F——>c—-cop & a>0.
Prova da Afirmacdo 2:
2_ _ 2_ — _
%4Z—£f°c)+c0—c>0<:> by~daleo 4?4”(60 S N bo >0oa>0. O
Retornando a regidao ¢ > ¢o > Wy, temos:
4Bco—b} 4,3(60—6)—b2 bi—4B(co—c)
c > co >V(V‘;ﬁ)<:c>co> ﬁ°<:0>co 5 ! & 2 7 >c—co €
co—c<0 & B>0e cp—c<O.

Logo, a imagem inversa de c pela fungio Fg €

2 2_ — b2-4pB(co—c

- b b—4p(co—c) b \Jb5—4B(co—c)

Fg'(c) = {x € R|Fg(x) = c} = {x e RI (VBr+3) = T}={—m S
Da mesma maneira,

4a(c0—c)—b(2) PN b%—4a/(c0—c) (Af.2)

c>co>Wy, & ...e0>c—c> o o >c—copeco—c<0 &

a>0¢e cyp—c<O.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungao F, é

Fl'(c) ={x e R|F,(x) = c}:{x €R| (\/Ex + 52 ) = —b‘z)_4“(c°_c)}:{_@ + V—bg_m(m_c)}.

2\/_ 4a 2a 2a

Comoa < B, a>0, 8>0,Cyo=co—c <0, bp >0, resulta da Figura 4 de [1, p. 42] - com
Co no lugar de ¢ -, que
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28 2B 28 2a 2a 2a 2a

(_@ _ —\lb%_‘w(co_c) C) (_g_g + \/b(2)‘4,3(60—6) C) c (_@ B b(z)—4a(co—c) c) (_@ N bg—4a/(co—c) c)_

Como ¢ > Wy, € qualquer, provamos que

.(_ by B0 C) (_ by, Ao c) c (_ by a0 C) (_ by, Pt C)

2B 2B 2p3 23 2a 2a 2a 2a

Wvﬁ < Vc < cp;
-(—%,Co) (0,c0) & (—%,Co) (0,¢0), ¢ =co;

( bo 1/})(2)—4ﬁ(co—c) ) ( bo N 1lb%—4ﬂ(co—0) ) c ( bo 1H)%—4a/(co—c) ) ( bo N ,/b(z)—4a/(co—c) )
N5 ———7— c| |5+ —7—.C 52— | |-+ —. |,

2 2 2B 2 a 2a 2a

2a 2«
Yc > cyp.

Portanto, a pardbola Fg € interna a pardbola F,.
(Observe: provamos que, para cada ¢ > Wy,, o segmento de reta que une as 2 raizes de Fg — ¢ €
subconjunto proprio do segmento de reta que une as 2 raizes de F, —c.) O

Proposicao 3 Sejam by < 0 e ¢ reais fixos. Dados a, 8 € R*, com 8 < a, sejam F, : R — R dada
por Fo(x) = ax®> + box +cp e Fg : R — R dada por Fg(x) = Bx% + box + co. Entdo, a pardbola Fg
é interna a parabola F,.

Prova:  Sejam by < 0 e ¢ reais fixos. Dados «, 8 € R*, com 8 < @, temos:
(b0<0) (b0<0)
B<a<0 = XVQ<XVB<0 = co < Wy, <Wy,.

a<0=1ImbF,={WeRIW<Wy,}; B<0= ImFzg={WeR|W < Wy}
Seja ¢ < Wy,. ¢ pode estar em qualquer das 3 regides: co < ¢ < Wy,, ¢ =co, ¢ < co.

e co <c<Wy(<W,)

2_4a(co—c) (<) 2 (<)
Afirmacdo I: a<OeWSOeco—c<O@‘KZZ)—‘LC)Sa<Oeco—c<O.
Prova da Afirmacdo 1: Veja a prova da Afirmagdo 1 da Proposicao O

Retornando a regido cp < ¢ < Wy,, temos:

4._b2 4 ._._b2
B<O0eco<c<Wy, & B<0ecy<c< '&fﬁ "@ﬁ<Oeco—c<Og%@
b2—48(co— (Af1)  p?
ﬂ<0e%s0eco—c<0 S mﬁﬁ<0660—6<0-

Logo, a imagem inversa de c pela fungio Fg €

F3'(c) = {x e RIFp(x) = c}={x eR| (@ - A)Z - __b5‘4/3("0“’)} _ {_@ + —ng_%(m_c)}.

2V=B 48 2 2

Da mesma maneira,

b2—4 _ (Af]) b2
%M<Oeco—c<0@ o5 <a<0

CL’<OGC0<C<WV0¢>...C>Q’<0€ 4(co—c

e co—c <0.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungado F, é
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4
D)

4a

2 2_ _ b2—4a(co—c)
F(;I(C) ={x e R|F,(x) = c}:{x e R| (\/—a/x — 217\/_2_[1/) = _%40—(606)}:{_% r NTo . 0 }

2 2
Como 8 < a, 4(611—0_6) <a <0, 4(c[:)+c) <p<0,Co=cop—c <0, by <0, resulta da Figura 5

de [}, p. 43] - com Cy no lugar de cg -, que

(_@ N ,/b%—4ﬁ(co—c) c) (_5703 B ,lbé—4ﬁ(co—c) c) c (_@ N 1/19(2)—4(1(00—0) c) (_ bo 1[17(2)—4a(co—c) c),

28 28 28 2a 2a 20 2a ’

®* C=Cyp

F7'(co) = {x € RIF5(x) = co} = {—%,o} e Fi'(co) = {x € RIFo(x) = co} :{—%,o}.

b<0
B<a<0 = é<)—13<0(0:<>)—12¥—°<—%<0 = (—%O,CO) (0,¢c0) & (—%,co)(o,co).
* ¢ <cp(< Wvﬁ<WvQ)

b(z)—4a(co—c) <
4da

Prova da Afirmacdo 2: Veja a prova da Afirmagdo 2 da Proposicao O

Afirmagdo 2: Paraa # 0 vale : c—co © a<O.

Retornando a regido ¢ < ¢p < Wy,, temos:

4Bco—b}
48

< 4B(co—c)—b} b3 —4pB(co—c)

c<cp<Wy, & c<co< 0<cyp-c 17 = 3 <c—cp €

(Af:2)
c—cp<0 & B<0eco—c>0.

Logo, a imagem inversa de c pela fungdo Fg €

F31(c) = {x € RIFs(x) = c}={x e Bl (VPr - ) = —W}={—@ * —V“’“)}

2V-B8 48 2 2

Da mesma maneira,

b2—4a(co—c (Af2)
c<co<Wy, & .. %<c—coec—co<0 S a<0ecyp—c>0.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungado F, é

2 Rda(eo- Joi-4a(co-o)
Fi'(0) = {x € RIFy (1) = c}={x € R (v=ax - 72 =—”°4Z—ff°”}={—@ : —}

2a 2a

Comof <a,aa<0,8<0,Cy=cop—c >0, bg <0, resulta da Figura 3 de [ p. 42] - com
Co no lugar de ¢ -, que

(_@ N ,/b3—4,8(co—c) c) (_@ B ,/bg—4ﬁ(co—c) c) c (_@ N b§—4a(co—c) c) (_@ 3 ,/b(z)—4a(co—c) c),

2B 2B 2B 2B 2a 2a
Como ¢ < Wy, € qualquer, fica provada a tese. O

Proposicao 4 Sejam by < 0 e cg reais fixos. Dados a, 5 € R}, com B > a, sejam F, : R — R dada
por Fo(x) = ax®> +box +cp e Fg : R — R dada por Fg(x) = Bx? + box + co. Entdo, a pardbola Fg
é interna a parabola F,.
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Prova:  Sejam bg < 0 e ¢ reais fixos. Dados @, 8 € R}, com 8 > «a, temos ImF, = {W €
RIW > Wy, }, pois @ > 0, ImFg = {W € R|W > Wy, }, pois § > 0, €

0<a/<ﬁ=>0<%<—

(bo<0)
é = O>%>%:>O<—%<—%:>O< é’g<—§’—§:>0<

(bo<0) by by (coeR)

bo b
Xvg <xy, = 0> 3 xVB 32XV, = Co> —xvﬁ +co > 2OXVH +co= cog> WVB > WV(, .
Seja ¢ = Wy,. ¢ pode estar em qualquer das 3 regides: Wy, < ¢ < cp, ¢ = co, ¢ > Co.

. (an <)WVB <c <y

(>) (<) 2
Afirmacdo 1: 0<a e#(coc) >0eco—c>0 © 0<a < 4(Cb )eco—c>0.

Prova da Afirmagdo 1: Veja a prova da Afirmagdo 1 da Proposi¢ao2] O
Retornando a regido Wy, < ¢ < ¢y, temos:

4
O<BeWy,<c<cpe 0<pBe ﬁifﬁb°<c<c0<:> 0<pBe

0<Be b} 4,3(c0 c) (Af1) b}

>0eco—c>0 & 0<:3—4(¢0 -
Logo, a 1magem inversa de c pela fungdo Fg ¢é

4
%<O<co—c®

e co—c > 0.

2 0—4B(co—c + +/P5—4B(coc)
F51<c>={xeR|Fﬁ<x>=c}:{xeR| (v + 22 bﬁ_H}{ b + E}

4p 2B 2B

Da mesma maneira,

b(2)—4cx(c0—c) (Afl) b2

_ _%
O<aeWy,<c<cye&..o0<ae To >0ecop—c>0 O<a/<4(CO_C)

e co—c>0.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungao F, é

2a

2—da(co- N
Fy 0 = (x € RIF () = ) = {x e Bl (Vo 2 = oo} ={—§—3 : —}

2 2
Como a < S, 0<a/<4( C),0<,8<4(Cl; 3

de [, p. 42] - com Cp no lugar de cg -, que

Co=co—c >0, by <0, resulta da Figura 3

_bo _
2

2B 2p 23 2a 2a 2a 2a

JP3-4B(co—0) c) (_ by, NP8 C) c (_ by \Pidateoo) C) (_ by, NPt c)

* C=Cy

F5'(co) = {x € R|Fp(x) = co} :{O’_%} e Fy'(co) = {x € RIF;(x) = co} :{O’_%}'

(bo<0)

O<a<pf = O<%<C‘—l = 0<—%<—% = (0,c0) (- B,co)g(o co) (=2, ¢p).
. c>c0(>Wvﬁ>an)

~ bj—4a(co—c)
Afirmagdo 2: Paraa #OQvale: =—F——>c—-cp & a>0.

Prova da Afirmacdo 2: Veja a prova da Afirmagdo 2 da Proposicao O

Retornando a regidao ¢ > ¢p > Wy,, temos:
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ﬁO bo
48

(Af:2)
co—c<0 & >0e co—c<O.

4p(co-0)b  bE-4Bleo=o)

c>co >Wy, & ¢c>co> S0>c—c > 17 7 >c—co €

Logo, a imagem inversa de c pela fungdo Fg €

- 2 p2-4B(co—c) b§—4B(co—c)
Fﬂl(c) = {x e R|Fs(x) = c}:{x € R| (\/Bx+ ZbTOB) = 04—;06 = _é’_g i OT )

Da mesma maneira,

401(00—0)—[73 o b(z)—4w(co—c) (,gZ)

c>co>Wy, & ...e0>c—c> o o >c—copeco—c<O0

a>0¢e cp—c<0.

Logo, a imagem inversa de ¢ pela fungdo F, é

2 pda(co- b2-4a(co—c)
F(;l(c):{xewa(x):c}:{xem (v + 2 :#}:{_%__J}

2a

Comoa < B, a>0, 8>0,Co=co—c <0, by <0, resulta da Figura 5 de [1, p. 43] - com
Co no lugar de ¢ -, que

( by 1H)é—4ﬁ(co—c) C) (_@ N 1HJ%—4,8(C0—C) c) c (_@ 3 1[b%—4cx(co—c) C) (_ﬁ N 1[b%—4cx(co—c) C)'

28 2B 28 2B 2a 2a 2 2a

Como ¢ > Wy, € qualquer, segue que a pardbola Fg € interna a parabola Fj,.
(Observe: provamos que, para cada ¢ > Wy,, o segmento de reta que une as 2 raizes de Fg — ¢ €
subconjunto préprio do segmento de reta que une as 2 raizes de F, —c.) O

Proposicao 5 Seja co um real fixo. Dados a, € R*, com B < a, sejam F, : R — R dada por
Fo(x) = ax®>+cq e Fg : R — R dada por Fg(x) = Bx* + ¢y. Entdo, a pardbola Fg é interna a
parabola F,.

Prova:  Sejam co € R fixoe @, € R*, com 8 < a. Como ¢é ficil ver, V, = Vg = (0, cp). Temos
ImF, ={W € R|W < ¢o}, pois @ < 0, e ImFg = {W € R|W < ¢}, pois 8 < 0.

Seja ¢ = co. Entdo F,!(co) = {x € R|Fy(x) = co} = F/;I(co) = {x € R|Fg(x) = co} = {0}, ou
seja, € o que jd sabemos: V, = Vg = (0, cp).

Seja ¢ < cg. Temos

Fl(0) = xeRIFm =c} = {2 52} . Fl(o) = xeRIF@ =c} = {* [52] e
c—co<0
ﬁ<a<0:>é<é<0(:0><)0<cﬁc°<caﬁ:>0</CC°<,/ R T
—JC_BCO < 0. Como ¢ < c¢q é qualquer, (— C_ﬁco,c)( C_ﬁco,c) - ( e )(1/ ),Vc < cp.

Logo, a parabola Fg € interna a parabola F,,. O

Proposicao 6 Seja co um real fixo. Dados a, 5 € R}, com B > «a, sejam F, : R — R dada por
Fo(x)=ax’+cpe Fg : R — R dada por Fg(x) = Bx? + co. Entdo Fg éinternaa F, .

Prova: E similar a da Proposicdo O
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3.2 Curvatura

Uma curva parametrizada diferencidvel 1 : R — R? é chamada de curva regular se o seu vetor
velocidade nunca se anula. Formalmente, a condigao é:

A'(x) #(0,0) VxeR.
Se A é dada por A(x) = (g(x), F(x)), sua curvatura em x € R é dada pela expressao:

_SWF () ~g"WF(x).
(&' ()2 + (F/(x))2)*?

k(x)

Uma analise da Figura 6]

Fixe ¢p > 0. Paracada a € R*, sejam F, : R — R dada por F,(x) = ax®+cpe fs: C — Cdada
por fu(z) = az* + co.

Parametrizando F, obtemos A,(x) = (g(x), Fu(x)) = (x,ax* + cp), que é regular em R, pois
AL (x) = (1,2ax) # (0,0),Vx € R.

A curvaturade 1, emx € R é

b SO - OFW 1-Q0-0-Qax) 2
(g N2+ (FL ()2 (124 ax)2)?* (1 +4a2x2)**
Temoska(L):Za.

XVa

As raizes de f,, onde i = V-1, sdo:

z1(a) = - o , 22(a) = il , para a <0, (18)
\N —a N —a
z1(a) = £ , 22(a) =—- £ , para a > 0. (19)
N « N «

Logo, os seguintes resultados sdo validos (onde d(z;(a), z2(a)) € a distancia entre z;(a) e z2(a)
considerando a métrica euclidiana):

* kp(0) < ka(0) & d(z1(B),z2(B)) < d(z1(a),z2(a)), para B <a<O.
Prova: kﬁ(O)<ka(0)@2ﬁ<2a@—ﬁ>—a@$>}ﬁ(:>2 L >2/% e
d(z1(B),z2(B)) < d(zi(a@),z22(@)) O

* kp(0) > ko(0) & d(z1(B),22(B)) < d(zi(@),z2(a)), para B>a>0.
Prova: kﬁ(0)>ka(0)@2ﬁ>2a’<:>ﬁ>a@3—y>%¢>2\/§>2 3 e
d(z1(B),z2(B)) < d(zi(@),z22(e)) O

Uma analise da Figura

Para cada a € R*, seja F, : R — R dada por F,(x) = ax>.
Parametrizando F, obtemos 1,(x) = (g(x), F,(x)) = (x, ax?), que é regular em R, pois 2/, (x) =
(1,2ax) # (0,0),Vx € R.

YAMAOKA, L. A representagdo-FM para a funcdo quadrdtica - Parte 1. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 27,
€27012, 2026.
DOI: 10.21167/cqdv27¢27012  Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd/ptgR

26



" of
=
=)

A curvatura de 4, em x € R € dada por

g (F;(x) = g" () Fy(x) _ a
(&) + (Fax)?)™?  (1+4a22)*

kq(x) =

Estamos interessados na curvatura de cada A, da familia (1,)4er+ num ponto xo € R fixo. Para

tal reescrevemos a curvatura de 1, em xo € R fixo como k(a, xp) = (Taz)W'
1+4a-x,
0

Na Figura (12| analisamos o significado da curvatura de 4,43 e Ao para pontos proximos de
xo = 0exp = 0.5, isto €, considerando que a curvatura € uma medida de quanto a curva difere da
reta tangente para pontos proximos do ponto estudado [3, p. 59] e que a curvatura da reta € nula [3,
p. 38]. Na Figura[I2]encontram-se:

(a) As pardbolas F; — F3 — Fjp. A reta tangente a elas no vértice (0,0) é a reta W = 0.
As retas tangentes a elas nos pontos (0.5,0.25), (0.5,0.75), (0.5,2.5) sdo, resp., t, 13,19, que se
interceptam no ponto (0.25, 0).

(b) O grafico de k(a,0) = 2a,a # 0, com os valores k(1,0) =2 < k(3,0) =6 < k(10,0) = 20.

(c) O graficode k(a,0.5) = 2a/(1+a*)*?, a # 0, com os valores k(1,0.5) = 0.71 > k(3,0.5) ~
0.19 > k(10,0.5) ~ 0.02. [k(a,0.5) é estritamente decrescente em [V2/2, +oo[, k(V2/2,0.5) =
4\3/9~0.77 ¢ lim k(a,0.5) =0.]

a—>+o0

Provemos que k(a,0.5) = a # 0, é estritamente decrescente em [V2/2, +oo].

(1+a2)3/2

. 0 2-4a® 2\5/2
A derivada de k(a,0.5) é k’(a,0.5) = )

m. Como (1 +a
sinal de k’(a, 0.5) é o mesmo que o do numerador. Temos 2—4a% = 0 & a = +V2/2. Considerando
apenas os valores de a maiores que 0, temos que k’(a,0.5) < O para a > \/5/2, isto é, k(a,0.5) é
estritamente decrescente para a > V2/2.

> ( para todo a € R*, o

Provemos que lim k(a,0.5) = 0.
a—+oo

2 2 2 2
lim k(a,0.5) = lim — <2 = lim —=—— = lim - - 0.

a—+oo a—+oo (1 + a2)3/2 a—teo  [(1442)3 a—>+eo [ > 4 B \/E
- = +3+3a°+a

Significado da Curvatura em xo = 0: a curvatura no vértice é dada por k(a,0) = 2a. A
medida que a cresce (1 — 3 — 10), a curvatura no ponto (0,0) aumenta significativamente (
k(1,0) =2 < k(3,0) = 6 < k(10,0) = 20 (veja (b)). Geometricamente, a parabola se fecha e
diverge mais rapidamente da sua reta tangente W = 0 perto de (0, 0) (veja (a)).

2a
(T+a2)32"
Ao contrario do que ocorre em xo = 0, a medida que a cresce (1 — 3 — 10), acurvaturaem xy = 0.5

diminui (k(1;0.5) = 0,71 > k(3;0.5) = 0,19 > k(10.0,5) ~ 0,02) e tende a 0 quando a — +oo
(veja (c)). Issoreflete o fato de que, para valores elevados de a, a pardbola torna-se localmente quase
“reta”(de declive muito acentuado a) ao redor de xo = 0.5, colando-se a sua respectiva reta tangente

ta (veja (a)).

Significado da Curvatura em xo = 0.5: a curvatura em xo = 0.5 é dada por k(a,0.5) =
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Figura 12: A curvaturade 4, emxg =0e xg=0.5

(a)
Reta W=0
| X
(b)

(c) k(a,0.5) "1 k(1,0.5) £ 0.71 > k(3,0.5) % 0.19 > k(10,0.5) % 0.02
3 ‘ a
v2 1 3 10

2

Fonte: elaborada pelo autor

Nota: A medida que a cresce (1 — 3 — 10): a pardbola se fecha e diverge mais rapidamente da sua reta tangente
W = 0 perto de (0, 0); a pardbola torna-se localmente quase “reta”(de declive muito acentuado) ao redor de x¢ = 0.5,
colando-se a sua respectiva reta tangente 7.

3.3 Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Seja X um conjunto de nimeros reais. Uma sequéncia de funcdes f, : X — R é uma corres-
pondéncia que associa a cada nimero natural n € N = {1,2,3, ...} uma fungdo f;,, definidaem X e
tomando valores reais [4, p. 362].

Dizer que a sequéncia de funcoes f,, : X — R converge simplesmente para a funcao

f : X — R significa, formalmente, o seguinte: dado qualquer € > 0, pode-se obter, para
cada x € X, um natural ny = ng(e,x), o qual depende de € e de x, tal que n > ny =

| fn(x) = f(x)] < €[4, p. 365].
Proposicio 7 Para cada n € N, seja F! : [0, +0o[— [0, +oo[ dada por F (x) = nx?. A sequéncia
de fungoes inversas (F})™! : [0, +co[— [0, +oo[, dada por (F})~'(W) = \/%, converge simples-
mente para O : [0, +co[— [0, +00[, dada por O(W) = 0.
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Prova: Separamos a prova em duas situagoes:
1) Sejam € > 0 e W = 0. Escolho ng = no(e, W =0) =1 > & = X,

n>ny=1=|(F)(0) - 0(0)] = \ﬁ —0<e
2) Sejam € > 0 e W €]0, +oo[. Escolho ng = ng(€, W) € N satisfazendo ng(e, W) > 6—“;

w _ w w Wez _
\/;_O_\/;<\/%<W,W_6'

Proposicio 8 Para cada n € N, seja F; : ] — 0,0] — [0,+co[ dada por F, (x) = nx*. A

sequéncia de fungées inversas (F;)~' : [0, +00[—]—00, 0], dada por (F;)~ (W) = —\/g, converge
simplesmente para O, : [0, +co[—] — 00, 0], dada por O, (W) =

m

n>ng>% = |(FH'(W)-0oW)|=

Prova: E similar & da Proposicio(7l O

Diz-se que uma sequéncia de fungdes f, : X — R converge uniformemente para uma fungao
f : X — Rquando, paratodo € > 0 dado, existe ny = ng(€) € Ntalquen > ng = |f,(x)—f(x)| <€,
Vx e X [4 p.365].

Proposicao 9 Para M > 0 fixo, a sequéncia de funcoes (F, )_1|[O K [0, M] — [0, +o0[ converge
uniformemente para O|[0 NE [0, M] — [0, +o0].

Prova: Seja € > 0. Escolho ng = ng(€) € N satisfazendo ny(€) > (M+1)

n>ne > (M+1)/e :‘(m o (W) - 0|[0M](W)) f_f \/;e \/;6<

e YWe[0,M]. O

Proposi¢io 10 Para M > 0 fixo, a sequéncia de fungées (F, )~ 0, M] —]—00,0] converge

: [0, M] —] — 0,0].

|0M] |

°lo.M]

Prova: E similar 2 da Proposicio @ O
“Para provar que f, nao converge uniformemente para f em X devemos exibir um € > 0 tal que,
para todo ngy € N se pode achar n > ng e x € X com | f,,(x) — f(x)| = €”[4, p. 366].

Proposicdo 11 A sequéncia de fungées inversas (FF)™! : [0, +o0o[— [0, +oo[ ndo converge unifor-
memente para O : [0, +co[— [0, +oo].

Prova: Fixe € = % Dado um ny € N qualquer, escolho, por exemplo, n = ng + 1 (garantindo que
n > ng). Em seguida, escolho W tal que W > 7 (por exemplo, fazendo W = n). Como o dominio é

ﬁ_o‘:ﬁz\/@:\gzl/z. ]

Proposicio 12 A sequéncia de funcées inversas (F;)™! : [0, +0o[—] — o0, 0] néo converge unifor-
memente para O, : [0, +oco[—] — 00, 0].

[0, +oo[, W € vélido. Temos |(F})™1 (W) - O(W)| =

Prova: E similar a da Proposigo O
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4 Conclusoes

O presente trabalho alcancou seu objetivo central de apresentar e construir a representagdo-
F,M aplicada a funcdo quadritica. Esta ferramenta preenche uma lacuna visual e pedagdgica
no ensino de matemadtica ao unificar, em uma mesma figura, a representacao-F, (que mostra a
evolugao geométrica da pardbola no plano cartesiano) e a representacdao-M (que ilustra a trajetéria
das duas raizes da funcao complexa associada no plano complexo). Dessa forma, tornou-se possivel
a observacao simultanea e integrada das alteracdes no grafico real e do movimento dindmico das
raizes da funcao complexa associada conforme o coeficiente a € variado.
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