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Dinâmica fracionária de uma partı́cula
carregada sobre um campo eletromagnético

Fractional dynamics of a charged particle in an
electromagnetic field

Resumo
Neste trabalho analisamos a modelagem com equações dife-
renciais de ordens não inteiras para fenômenos fı́sicos, espe-
cificamente na força exercida sobre uma partı́cula carregada
em um campo eletromagnético. A abordagem metodológica
envolve a substituição das derivadas de ordem inteira pelas de
ordem fracionária, no sentido de Caputo, nas equações diferen-
ciais que descrevem o movimento de uma partı́cula carregada
sobre um campo eletromagnético, permitindo uma descrição
mais detalhada e eficiente. Os resultados demonstram que a
modelagem com a derivada fracionária de Caputo proporciona
uma solução mais refinada, incluindo a presença de amorte-
cimento. Conclui-se que o uso do cálculo fracionário oferece
vantagens significativas em comparação com o cálculo tradici-
onal, destacando-se pela capacidade de capturar a memória do
sistema de forma mais precisa e incorporar fatores inicialmente
negligenciados na modelagem clássica.
Palavras-chave: equações diferenciais fracionárias; derivada
fracionária de Caputo; cálculo fracionário e aplicações; força
de Lorentz.

Abstract
In this work, we analyze the modeling of physical phenomena
using fractional-order differential equations, specifically focu-
sing on the force exerted on a charged particle in an electro-
magnetic field. The methodological approach involves repla-
cing integer-order derivatives with fractional-order derivatives,
in the Caputo sense, in the differential equations that describe
the movement of a charged particle in an electromagnetic field.
This allows for a more detailed and efficient description. The
results demonstrate that modeling with the Caputo fractional
derivative provides a more refined solution, including the pre-
sence of damping. It is concluded that the use of fractional
calculus offers significant advantages over traditional calculus,
particularly in its ability to more accurately capture the system’s
memory and incorporate factors initially neglected in classical
modeling.
Keywords: fractional differential equations; Caputo fractional
derivative; fractional calculus and applications; Lorentz force.
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Introdução
No século XVII, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz desenvolveram as técnicas do

cálculo diferencial, aplicando-as com sucesso na resolução de problemas relacionados às taxas de
variações. As derivadas, que representam essas taxas de variação, desempenham um papel crucial
na formulação dos princı́pios que regem o universo fı́sico (Stewart, 2008).

Muitos desses princı́pios fundamentais são expressos em termos de equações diferenciais, refle-
tindo a taxa na qual eventos ocorrem. Assim, ao investigar a evolução de fenômenos que podem
ser tratados matematicamente e cuja variação ao longo do tempo é conhecida, estamos, na verdade,
buscando resolver uma equação diferencial (Boyce; Diprima, 2010, ).

Modelar um sistema por meio de uma equação diferencial, i.e., representar um problema consi-
derando sua função e suas taxas de variação, é uma tarefa complexa e exigente, na qual, requer um
meticuloso processo de seleção dos fatores e variáveis a serem incluı́dos para simplificar o modelo,
visando uma representação aproximada e viável do fenômeno estudado.

Recentemente, o Cálculo de Ordem não Inteira, conhecido como Cálculo Fracionário (CF), tem
ganhado espaço como uma nova abordagem para modelar fenômenos, permitindo uma descrição
mais refinada e eficiente dos fenômenos em comparação com o tradicional cálculo de ordem inteira.
Este ramo da matemática trata do estudo de integrais e derivadas de ordens não inteiras (Camargo;
Oliveira, 2015).

Com o desenvolvimento do CF, inúmeros operadores fracionários surgiram, entre eles, o de
Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Riesz (Camargo; Oliveira, 2015) e derivada fra-
cionária conforme (Khalil; Al Horani; Yousef; Sababheh, 2014). Diante disso, é levantada a questão
de se existe um critério especı́fico que possamos seguir e analisar para determinar se um operador
pode ser considerado uma derivada fracionária (Camargo; Oliveira, 2015). A busca por formalização
nesse campo de pesquisa ganhou destaque após o primeiro congresso dedicado ao cálculo fracionário
em 1974 (Camargo; Oliveira, 2015, Teodoro, 2019), quando Ross propôs um critério, composto por
cinco itens, para auxiliar nessa formalização (Teodoro, 2019). Posteriormente, em 2015, Ortigueira
e Tenreiro Machado apresentaram um novo critério, também composto por cinco itens, divergindo
de Ross na abordagem da regra de Leibniz em sua versão fracionária ().

A maneira mais comum de utilizar o CF na modelagem matemática é considerar uma equação
diferencial que descreve um fenômeno especı́fico e substituir as derivadas de ordem inteira por
derivadas de ordem não inteira, de modo que a ordem da derivada fracionária pertença ao intervalo
(𝛼, 𝛽], onde 𝛽 é a ordem da derivada substituı́da e 𝛼 = 𝛽 − 1, permitindo assim a recuperação
da solução usual como um caso particular (Camargo; Oliveira, 2015). Embora não haja uma
interpretação fı́sica e geométrica trivial para a derivada fracionária e a integral fracionária (Podlubny,
1999), as equações diferenciais de ordem fracionária estão naturalmente relacionadas a sistemas com
memória, uma vez que as derivadas fracionárias geralmente não são operadores locais,i.e., calcular
a derivada fracionária temporal em um momento requer considerar todos os momentos anteriores
(Camargo; Oliveira, 2015, Podlubny, 1999).

Dentre os resultados conhecidos do uso da modelagem fracionária na Fı́sica, destacam-se o
oscilador harmônico fracionário (Camargo; Oliveira, 2015), as equações de difusão (Gonçalves,
2005) e a equação de Schrödinger (Vellaco Gomes; Camargo; Bruno-Alfonso, 2020), nos quais
são comumente empregados os operadores de Caputo e de Riesz. Em cada contexto, os efeitos
incorporados pelas derivadas fracionárias são de naturezas distintas, no oscilador harmônico, a
derivada de Caputo pode introduzir comportamentos análogos ao amortecimento (Camargo; Oli-
veira, 2015). Na equação de difusão, os operadores fracionários descrevem processos anômalos
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de transporte, associados a efeitos de memória temporal ou a saltos longos, dependendo de serem
aplicados no tempo ou no espaço (Gonçalves, 2005, Metzler;Klafter, 2000). Por último, na equação
de Schrödinger fracionária, o uso da derivada de Riesz modifica o termo cinético, levando a uma
relação energia-momento não parabólica. Nesse cenário particular, as funções de Bloch passam a
exibir cúspides em espaço real, enquanto as funções de Wannier deixam de decair exponencialmente,
apresentando em vez disso caudas de lei de potência (Vellaco Gomes; Camargo; Bruno-Alfonso,
2020).

Nessa perspectiva, este trabalho busca utilizar a derivada fracionária de Caputo para modelar
uma situação-problema na qual a força resultante do sistema é equivalente à força de Lorentz, i.e.,
a força exercida sobre uma partı́cula carregada que se move em um campo eletromagnético, com o
objetivo de compreender os efeitos do operador fracionário de Caputo sobre esse problema.

Este trabalho está dividido em três partes principais. A primeira seção aborda os conceitos
preliminares, como a Função de Mittag-Leffler de 1 e 2 parâmetros, a integral fracionária de
Riemann-Liouville, a derivada fracionária de Caputo e sua transformada de Laplace. A segunda
parte foca na modelagem de sistemas utilizando tanto o cálculo de ordem inteira quanto o cálculo de
ordem não inteira. Por fim, a última seção apresenta uma discussão detalhada sobre os resultados
obtidos, destacando as diferenças e vantagens do uso do cálculo fracionário em comparação com o
cálculo tradicional.

Conceitos preliminares
Nesta seção, apresentaremos conceitos que são essenciais para a compreensão da modelagem

fracionária que utilizaremos ao longo deste trabalho. Inicialmente, discutiremos as funções de
Mittag-Leffler, que são amplamente utilizadas em contextos envolvendo equações diferenciais fra-
cionárias (EDF). Em seguida, abordaremos a integral fracionária de Riemann-Liouville e a derivada
fracionária de Caputo, conceitos-chave para o desenvolvimento da modelagem fracionária no sentido
de Caputo.

Funções de Mittag-Leffler
Apresentada pelo matemático Mittag-Leffler (1903), a função de Mittag-Leffler de um parâmetro

é definida pela seguinte expressão:

𝐸𝛼 (𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1) , ∀(𝛼) ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0. (1)

Quando escolhemos 𝛼 = 1, a função de Mittag-Leffler de um parâmetro reduz à função exponencial:

𝐸1(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝑘 + 1) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!
= 𝑒𝑧 . (2)

Por conta disso, a função de Mittag-Leffler de um parâmetro é conhecida como uma generalização
da função exponencial. O seu segundo parâmetro, foi introduzida por Wiman (1905) e é definida
pela seguinte expressão:

𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽) , ∀(𝛼, 𝛽) ∈ C, 𝑅𝑒(𝛼) > 0 e 𝑅𝑒(𝛽) > 0. (3)
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Eletrônica Paulista de Matemática, Bauru, v. 26, e26012, 2025.
DOI: 10.21167/cqdv26e26012 Disponı́vel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

3



Quando 𝛽 = 1, a função reduz para a função de Mittag-Leffler de um parâmetro:

𝐸𝛼,1(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1) = 𝐸𝛼 (𝑧). (4)

Uma propriedade interessante é a integral da função de Mittag–Leffler de dois parâmetros. Mais
precisamente, para ℜ(𝛼) > 0, ℜ(𝛽) > 0 e 𝜆 ∈ C, tem-se (Gorenflo;Mainardi;Rogosin, 2019):∫ 𝑡

0
𝑥𝛽−1𝐸𝛼,𝛽 (𝜆𝑥𝛼) 𝑑𝑥 = 𝑡𝛽𝐸𝛼,𝛽+1(𝜆𝑡𝛼). (5)

Integral Fracionária de Riemann-Liouville:
Defini-se a Integral Fracionária de Riemann-Lioville de ordem 𝑣 ∈ R+, considerando 𝑓 (𝑡) uma

função integrável com 𝑡 ∈ R+, como:

𝐼𝑣0 𝑓 (𝑡) ≡ 𝐼𝑣 𝑓 (𝑡) = 𝜙𝑣 (𝑡) ∗ 𝑓 (𝑡) :=
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝑥)𝜙𝑣 (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑥 =

1
Γ(𝑣)

∫ 𝑡

0
𝑓 (𝑥) (𝑡 − 𝑥)𝑣−1𝑑𝑥. (6)

em que ∗ é o produto de convolução de Laplace e 𝜙𝑣 (𝑡) a Função de Gel’fand-Shilov (Camargo;
Oliveira, 2015, Camargo, 2009):

𝜙𝑣 (𝑡) =
𝑡𝑣−1

Γ(𝑣) , 𝑡 > 0, 𝑣 ∈ R+, (7)

na qual sua transformada de Laplace é:

L{𝜙𝑣 (𝑡)}(𝑠) =
1
𝑠𝑣
, ℜ(𝑠) > 0. (8)

Com a integral fracionária de Riemann-Liouville apresentada, podemos agora definir a derivada
fracionária de Caputo.

Derivada Fracionária de Caputo
A derivada fracionária de Caputo ou derivada de Caputo, tem uma relevância histórica significa-

tiva, devido ao trabalho de Michele Caputo, que apresentou esta derivada juntamente com algumas
aplicações em fenômenos de viscosidade. A derivada de Caputo baseia-se da propriedade de a
derivada ser a operação inversa da integração e na lei dos expoentes, logo, definimos a derivada
fracionária como a integral fracionária da derivada de ordem inteira de uma função 𝑓 (Camargo;
Oliveira, 2015, ):

𝐶𝐷
𝛽
𝑡 𝑓 (𝑡) := 𝐼𝑣 [𝐷𝑛 𝑓 (𝑡)] = 1

Γ(𝑣)

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝑥)𝑣−1 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[ 𝑓 (𝑥)] 𝑑𝑥, (9)

na qual 𝐷𝑛 é a derivada de ordem inteira e 𝐼𝑣 é a integral de Riemann-Liouville, conforme a expressão
(6), além disso, temos que 𝛽 ∈ C com 𝑅𝑒(𝛽) > 0, n o menor inteiro maior que 𝑅𝑒(𝛽) e 𝑣 = 𝑛 − 𝛽,
logo, 0 < 𝑅𝑒(𝑣) ≤ 1 (Camargo; Oliveira, 2015, ).
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Transformada de Laplace

Para compreendermos por que a derivada fracionária de Caputo é mais benéfica para modela-
gem matemática com condições iniciais, iniciaremos demonstrando a transformada de Laplace da
derivada.

L
{
𝐶𝐷

𝛽
𝑡 𝑓 (𝑡)

}
= L

{
𝐼𝑛−𝛽 [𝐷𝑛 𝑓 (𝑡)]

}
= L

{
𝜙𝑛−𝛽 (𝑡) ∗ 𝐷𝑛 𝑓 (𝑡)

}
. (10)

Pela propriedade da transformada de Laplace do produto de convolução (Boyce; Diprima, 2010),
temos que:

L
{
𝜙𝑛−𝛽 (𝑡) ∗ 𝐷𝑛 𝑓 (𝑡)

}
= L

{
𝜙𝑛−𝛽 (𝑡)

}
L {𝐷𝑛 𝑓 (𝑡)} (11)

= 𝑠(𝛽−𝑛)
𝑠𝑛𝐹 (𝑠) −

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠 𝑗 𝑓 ( 𝑗) (0)
 = 𝑠𝛽𝐹 (𝑠) −

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠( 𝑗+𝛽−𝑛) 𝑓 ( 𝑗) (0)

∴ L
{
𝐶𝐷

𝛽
𝑡 𝑓 (𝑡)

}
= 𝑠𝛽𝐹 (𝑠) −

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠( 𝑗+𝛽−𝑛) 𝑓 ( 𝑗) (0). (12)

Pela expressão (12), observamos que as condições iniciais do nosso sistema estão relacionadas à
função e suas derivadas de ordem inteira nos pontos 𝑡 = 0, facilitando assim o desenvolvimento e a
solução por meio dessa metodologia. Isso contrasta, por exemplo, com a transformada de Laplace
da derivada fracionária de Riemann-Liouville, na qual as condições iniciais estão relacionadas à
integral fracionária de Riemann-Liouville (Camargo, 2009).

Força de Lorentz
O eletromagnetismo de Maxwell é uma teoria que se baseia no campo eletromagnético, o que

significa que a descrição de um sistema eletromagnético requer o conhecimento dos campos elétrico
e magnético. Quando uma partı́cula carregada se move em uma região do espaço onde existe um
campo eletromagnético, ela experimenta uma força eletromagnética resultante, conhecida como
força de Lorentz (Griffiths, 2011):

F(𝑡) = 𝑞(E + v(𝑡) × B), (13)

em que 𝑞 é a carga elétrica da partı́cula, E é o campo elétrico, v é a velocidade da partı́cula, B
é o campo magnético e t é o tempo. A configuração dos valores que B, v e E podem assumir
depende do problema em análise. Para este trabalho, consideraremos B = (𝐵𝑥 , 0, 0), v = (𝑐, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)
e E = (0, 0, 𝐸𝑧), onde 𝑐 é uma constante arbitrária. Segundo o formalismo newtoniano, a descrição
da dinâmica dessa carga envolve resolver um sistema de equações diferenciais, que necessitam do
conhecimento da força resultante sobre a partı́cula (), logo, para o caso da força de Lorentz, teremos
a seguinte expressão:

𝑑𝑣(𝑡)
𝑑𝑡

𝑚 = 𝑞(E + v(𝑡) × B), (14)

na qual m é massa da partı́cula carregada. Calculando v × B:

v × B =

������ 𝑖 𝑗 𝑘̂

𝑐 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝐵𝑥 0 0

������ . (15)
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Calculando o determinante:

v × B = 𝑖(𝑣𝑦 · 0 − 𝑣𝑧 · 0) + 𝑗 (0 · 𝑐 + 𝑣𝑧 · 𝐵𝑥) + 𝑘̂ (0 · 𝑐 − 𝑣𝑦 · 𝐵𝑥) = 𝑖(0) + 𝑗 (𝑣𝑧𝐵𝑥) + 𝑘̂ (−𝑣𝑦𝐵𝑥) (16)

∴ v × B = (0, 𝑣𝑧𝐵𝑥 ,−𝑣𝑦𝐵𝑥). (17)
Substituindo os valores na Equação (14):

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑚 = 𝑞 [(0, 0, 𝐸𝑧) + (0, 𝑣𝑧𝐵𝑥 ,−𝑣𝑦𝐵𝑥)] = 𝑞 [(0, 𝑣𝑧𝐵𝑥 , 𝐸𝑧 − 𝑣𝑦𝐵𝑥)] (18)

∴
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑞

𝑚
[(0, 𝑣𝑧𝐵𝑥 , 𝐸𝑧 − 𝑣𝑦𝐵𝑥)] . (19)

Logo, as componentes da força são: 
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
= 0

𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
=

𝑞

𝑚
𝑣𝑧𝐵𝑥

𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
=

𝑞

𝑚
(𝐸𝑧 − 𝑣𝑦𝐵𝑥).

(20)

Aplicando a transformada de Laplace no sistema para encontrar 𝑣𝑦 e 𝑣𝑧:{
𝑠𝑉𝑦 [𝑠] − 𝑣𝑦 (0) = 𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑉𝑧 [𝑠]

𝑠𝑉𝑧 [𝑠] − 𝑣𝑧 (0) = 𝑞𝐸𝑧

𝑚𝑠
− 𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑉𝑦 [𝑠] .

(21)

Considerando que v(0) = (𝑐,0,0):{
𝑠𝑉𝑦 [𝑠] = 𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑉𝑧 [𝑠]

𝑠𝑉𝑧 [𝑠] = 𝑞𝐸𝑧

𝑚𝑠
− 𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑉𝑦 [𝑠]

⇒
{
𝑉𝑦 [𝑠] = 𝑞𝐵𝑥

𝑚𝑠
𝑉𝑧 [𝑠]

𝑠𝑉𝑧 [𝑠] = 𝑞𝐸𝑧

𝑚𝑠
− 𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑉𝑦 [𝑠] .

(22)

Substituindo 𝑣𝑦 da primeira igualdade na segunda, vamos obter:

𝑠𝑉𝑧 [𝑠] =
𝑞𝐸𝑧

𝑚𝑠
−

(
𝑞𝐵𝑥

𝑚

)2
𝑉𝑧 [𝑠]
𝑠

⇒ 𝑉𝑧 [𝑠]
[
𝑠2 +

(
𝑞𝐵𝑥

𝑚

)2
]
=

𝑞𝐸𝑧

𝑚
(23)

⇒ 𝑉𝑧 [𝑠] =
𝑞𝐸𝑧

𝑚

1

𝑠2 +
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚

)2 =
𝑞𝐸𝑧

𝑚

1

𝑠2 +
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚

)2

𝑞𝐵𝑥

𝑚

𝑞𝐵𝑥

𝑚

, (24)

aplicando a transformada inversa de Laplace:

𝑣𝑧 (𝑡) =
𝐸𝑧

𝐵𝑥

L−1


𝑞𝐵𝑥

𝑚

𝑠2 +
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚

)2

 =
𝐸𝑧

𝐵𝑥

sin
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)
. (25)

Realizando a integração em relação a t1:

𝑠𝑧 (𝑡) =
𝑚𝐸𝑧

𝑞𝐵2
𝑥

[1 − cos
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)
] . (26)

1É considerado 𝑠𝑧 (0) = 0.
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Para encontrar a componente 𝑣𝑦, será substituı́do 𝑣𝑧 na segunda igualdade da expressão (22):

𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
=

𝑞𝐸𝑧

𝑚
sin

(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)
⇒

∫
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

∫
𝑞𝐸𝑧

𝑚
sin

(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)
𝑑𝑡 (27)

∴ 𝑣𝑦 (𝑡) = −𝐸𝑧

𝐵𝑥

cos
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)
+ 𝑘, (28)

como 𝑣𝑦 (0) = 0:

𝑣𝑦 (0) = 0 = −𝐸𝑧

𝐵𝑥

cos
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
0
)
+ 𝑘 ⇒ 𝑘 =

𝐸𝑧

𝐵𝑥

(29)

∴ 𝑣𝑦 (𝑡) =
𝐸𝑧

𝐵𝑥

[
1 − cos

(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)]
. (30)

Realizando a integração em relação a t:

𝑠𝑦 (𝑡) =
𝐸𝑧

𝐵𝑥

[
𝑡 − 𝑚

𝑞𝐵𝑥

sin
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)]
. (31)

Logo a solução nossa será:

v(𝑡) =
(
𝑐,

𝐸𝑧

𝐵𝑥

[
1 − cos

(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)]
,
𝐸𝑧

𝐵𝑥

sin
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

))
, (32)

s(𝑡) =
(
𝑡𝑐,

𝐸𝑧

𝐵𝑥

[
𝑡 − 𝑚

𝑞𝐵𝑥

sin
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

)]
,−𝑚𝐸𝑧

𝑞𝐵2
𝑥

cos
(
𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑡

))
. (33)

Força de Lorentz Fracionária
Para desenvolver a equação da força de Lorentz na sua versão Fracionária, iremos utilizar a

derivada fracionária de Caputo, logo:

F = 𝑚

(
1

𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [𝑣] (𝑡) = 𝑞 [E + (v(𝑡) × B)], 0 < 𝑅𝑒(𝛽) ≤ 1, (34)

em que 𝑐𝐷
𝛽
𝑡 é a derivada fracionária de Caputo de ordem 𝛽 e 1

𝜏1−𝛽 é fator de correção dimensional
(Kuroda; Camargo, 2021). Agora, substituindo os valores de E e v × B na equação (34):(

1
𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [v] (𝑡) =

𝑞

𝑚
(E + v(𝑡) × B) (35)

⇒
(

1
𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [v] =

𝑞

𝑚

[
(0, 0, 𝐸𝑧) + (0, 𝑣𝑧𝐵𝑥 ,−𝑣𝑦𝐵𝑥)

]
=

𝑞

𝑚
(0, 𝑣𝑧𝐵𝑥 , 𝐸𝑧 − 𝑣𝑦𝐵𝑥). (36)

Portanto, as componentes da força são:

(
1

𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [𝑣𝑥] = 0(

1
𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [𝑣𝑦] =

𝑞

𝑚
𝑣𝑧𝐵𝑥(

1
𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [𝑣𝑧] =

𝑞

𝑚
(𝐸𝑧 − 𝑣𝑦𝐵𝑥).

(37)
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Para dar continuidade, iremos obter 𝑣𝑦 na seguinte relação 2:(
1

𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [v𝑦] =

𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑣𝑧 ⇒

(
1

𝜏1−𝛽

)
𝐼 𝛽 [𝑐𝐷𝛽

𝑡 [v𝑦]] = 𝐼 𝛽 [𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝑣𝑧]

⇒ 𝑣𝑦 = (𝜏1−𝛽) 𝑞𝐵𝑥

𝑚
𝐼 𝛽 [𝑣𝑧] . (38)

Substituindo na equação (37), teremos que:(
1

𝜏1−𝛽

)
𝑐𝐷

𝛽
𝑡 [v𝑧] =

𝑞

𝑚

[
𝐸𝑧 − (𝜏1−𝛽)

𝑞𝐵2
𝑥

𝑚
𝐼 𝛽 [𝑣𝑧]

]
=

𝑞

𝑚
𝐸𝑧 − (𝜏1−𝛽)

[
𝑞𝐵𝑥

𝑚

]2
𝐼 𝛽 [𝑣𝑧], (39)

utilizando a transformada de Laplace:

𝑠𝛽𝑉𝑧 [𝑠] − 𝑠𝛽−1𝑣𝑧 (0) = (𝜏1−𝛽) 𝑞𝐸𝑧

𝑚𝑠
− (𝜏1−𝛽)2

[
𝑞𝐵𝑥

𝑚

]2
L{𝜙𝛽} ∗ L{𝑣𝑧}

= (𝜏1−𝛽) 𝑞𝐸𝑧

𝑚𝑠
− (𝜏1−𝛽)2

[
𝑞𝐵𝑥

𝑚

]2
𝑉𝑧 [𝑠]
𝑠𝛽

. (40)

Considerando 𝜔 =
𝑞𝐵𝑥

𝑚
e 𝑣𝑧 (0) = 0:

𝑠𝛽𝑉𝑧 [𝑠] = (𝜏1−𝛽)𝑤𝐸𝑧

𝐵𝑥𝑠
− (𝜏1−𝛽)2𝑉𝑧 [𝑠]

𝑠𝛽
(41)

⇒ 𝑉𝑧 [𝑠]
(
𝑠𝛽 + (𝜏1−𝛽𝜔)2

𝑠𝛽

)
= (𝜏1−𝛽) 𝜔𝐸𝑧

𝐵𝑥𝑠
⇒ 𝑉𝑧 [𝑠] =

𝜔𝐸𝑧

𝐵𝑥𝑠

(𝜏1−𝛽)(
𝑠𝛽 + (𝜏1−𝛽𝜔)2

𝑠𝛽

)
=

𝜔𝐸𝑧

𝐵𝑥𝑠

(𝜏1−𝛽)(
𝑠𝛽 + (𝜏1−𝛽𝜔)2

𝑠𝛽

) 𝑠−𝛽
𝑠−𝛽

=
𝜔𝐸𝑧

𝐵𝑥𝑠
𝛽+1

(𝜏1−𝛽)(
1 + (𝜏1−𝛽𝜔)2

𝑠2𝛽

) . (42)

Como
��� (𝜏1−𝛽𝜔)2

𝑠2𝛽

��� < 1, podemos expandir em uma série geométrica, logo:

𝑉𝑧 [𝑠] =
𝜔𝐸𝑧

(
𝜏1−𝛽)

𝐵𝑥𝑠
𝛽+1

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 (1)𝑛
𝑛!

[
(𝜏1−𝛽𝜔)2

𝑠2𝛽

]𝑛
= (𝜏1−𝛽)𝐸𝑧𝜔

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛

[
1
𝑠2𝛽

]𝑛 1
𝑠𝛽+1

= (𝜏1−𝛽)𝐸𝑧𝜔

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 1
𝑠2𝑛𝛽+𝛽+1 . (43)

Fazendo a transformada inversa de Laplace, teremos:

𝑣𝑧 = (𝜏1−𝛽)𝐸𝑧𝜔

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 𝑡2𝑛𝛽+𝛽

Γ(2𝑛𝛽 + 𝛽 + 1)

= (𝜏1−𝛽) 𝑡
𝛽𝐸𝑧𝜔

𝐵𝑥

∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 𝑡2𝑛𝛽

Γ(2𝑛𝛽 + 𝛽 + 1) . (44)

2Aqui foi usado o fato de que a integral fracionária de Riemann-Lioville da derivada fracionária de Caputo de mesma
ordem resulta na própria função: 𝐼𝛽 [𝐶𝐷𝛽

𝑡 𝑓 (𝑡)] = 𝐼𝛽 [𝐼𝑛−𝛽𝐷𝑛 𝑓 (𝑡)] = 𝐼𝛽 [𝐼−𝛽 𝑓 (𝑡)] = 𝐼𝛽−𝛽 [ 𝑓 (𝑡)] = 𝑓 (𝑡).
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Podemos simplificar utilizando a Função de Mittag-Leffler de 2 parâmetros:

𝑣𝑧 (𝑡, 𝛽) =
𝜏1−𝛽𝜔𝐸𝑧𝑡

𝛽

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,𝛽+1 [−
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽] . (45)

Realizando a integração em t com o auxilio da expressão (5), iremos obter a posição da partı́cula no
eixo z:

𝑠𝑧 (𝑡, 𝛽) =
𝜏1−𝛽𝜔𝐸𝑧𝑡

𝛽+1

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,𝛽+2

[
−

(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽

]
, (46)

voltando na relação (38), iremos agora encontrar 𝑣𝑦:

𝑣𝑦 = (𝜏1−𝛽)𝜔𝐼 𝛽 [𝑣𝑧] ⇒ L{𝑣𝑦} = (𝜏1−𝛽)𝜔L{𝜙𝛽} ∗ L{𝑣𝑧} ⇒ 𝑉𝑦 [𝑠] = (𝜏1−𝛽)𝜔𝑉𝑧 [𝑠]
𝑠𝛽

, (47)

pela expressão (43):

𝑉𝑦 [𝑠] =
(𝜏1−𝛽)𝜔

𝑠𝛽

𝐸𝑧𝜔

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 1
𝑠2𝑛𝛽+𝛽+1

=
(𝜏1−𝛽)𝜔2

𝑠𝛽

𝐸𝑧

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 1
𝑠2𝑛𝛽+𝛽+1

=
(𝜏1−𝛽)𝜔2𝐸𝑧

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 1
𝑠2𝑛𝛽+2𝛽+1 . (48)

Fazendo a transformada inversa de Laplace:

𝑣𝑦 =
(𝜏1−𝛽)𝜔2𝐸𝑧

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 𝑡2𝑛𝛽+2𝛽

Γ(2𝑛𝛽 + 2𝛽 + 1)

=
(𝜏1−𝛽)𝑡2𝛽𝜔2𝐸𝑧

𝐵𝑥

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 [
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
]𝑛 𝑡2𝑛𝛽

Γ(2𝑛𝛽 + 2𝛽 + 1) (49)

∴ 𝑣𝑦 (𝑡, 𝛽) =
𝜏1−𝛽𝜔2𝐸𝑧𝑡

2𝛽

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,2𝛽+1 [−
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽] . (50)

Realizando a integração em t com o auxilio da expressão (5):

𝑠𝑦 (𝑡, 𝛽) =
𝜏1−𝛽𝜔2𝐸𝑧𝑡

2𝛽+1

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,2𝛽+2 [−
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽] . (51)

Portanto:

v(𝑡, 𝛽) =
(
𝑐,

𝜏1−𝛽𝜔2𝐸𝑧𝑡
2𝛽

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,2𝛽+1 [−
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽], 𝜏

1−𝛽𝜔2𝐸𝑧𝑡
𝛽

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,𝛽+1 [−
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽]

)
, (52)

s(𝑡, 𝛽) =
(
𝑡𝑐,

𝜏1−𝛽𝜔2𝐸𝑧𝑡
2𝛽+1

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,2𝛽+2 [−
(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽], 𝜏

1−𝛽𝜔2𝐸𝑧𝑡
𝛽+1

𝐵𝑥

𝐸2𝛽,𝛽+2

[
−

(
𝜏1−𝛽𝜔

)2
𝑡2𝛽

] )
. (53)
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Como os resultados pela modelagem fracionária são fornecidos por uma série de infinitos termos,
existe a necessidade de calcular o raio de convergência R dos valores de t (Boyce; Diprima, 2010),
logo:

1
𝑅

= lim
𝑛→∞

���� [−(𝜏1−𝛽𝜔)2]𝑛+1

[−(𝜏1−𝛽𝜔)2]𝑛
· Γ(2𝛽𝑛 + 2𝛽 + 1)
Γ(2𝛽𝑛 + 4𝛽 + 1)

���� = lim
𝑛→∞

���� [−(𝜏1−𝛽𝜔)2] · Γ(2𝛽𝑛 + 2𝛽 + 1)
Γ(2𝛽𝑛 + 4𝛽 + 1)

���� . (54)

Considerando a aproximação de Stirling 3 (Weber; Arfken, 2003):

Γ(𝑧 + 1) ≈
√

2𝜋𝑧
( 𝑧
𝑒

) 𝑧
(55)

⇒ 1
𝑅

= lim
𝑛→∞

�������[−(𝜏1−𝛽𝜔)2] ·

√︁
2𝜋(2𝛽𝑛 + 2𝛽)

(
2𝛽𝑛+2𝛽

𝑒

)2𝛽𝑛+2𝛽

√︁
2𝜋(2𝛽𝑛 + 4𝛽)

(
2𝛽𝑛+4𝛽

𝑒

)2𝛽𝑛+4𝛽

�������
= lim

𝑛→∞

������[−(𝜏1−𝛽𝜔)2] ·
√︁

4𝛽𝜋√︁
4𝛽𝜋

·
√
𝑛 + 1

√
𝑛 + 2

·
( 2𝛽𝑛+2𝛽

𝑒

2𝛽𝑛+4𝛽
𝑒

)2𝛽𝑛+2𝛽

·
(

𝑒

2𝛽𝑛 + 4𝛽

)2𝛽
������

= (𝜏1−𝛽𝜔)2 lim
𝑛→∞

�����√𝑛 + 1
√
𝑛 + 2

·
(
2𝛽𝑛 + 2𝛽
2𝛽𝑛 + 4𝛽

)2𝛽𝑛+2𝛽
·
(

𝑒

2𝛽𝑛 + 4𝛽

)2𝛽
�����

= (𝜏1−𝛽𝜔)2 lim
𝑛→∞

�����√𝑛 + 1
√
𝑛 + 2

����� · lim
𝑛→∞

�����(2𝛽𝑛 + 2𝛽
2𝛽𝑛 + 4𝛽

)2𝛽𝑛+2𝛽
����� · lim

𝑛→∞

�����( 𝑒

2𝛽𝑛 + 4𝛽

)2𝛽
�����

= (𝜏1−𝛽𝜔)2 · 1 · 1 · 0 ⇒ 𝑅 = ±∞. (56)

Portanto, 𝑣𝑦 (𝑡, 𝛽) irá convergir para ∀(𝑡) ∈ (−∞,∞). Para 𝑣𝑧 (𝑡, 𝛽), 𝑠𝑦 (𝑡, 𝛽) e 𝑠𝑧 (𝑡, 𝛽) o processos
para calcular são parecidos e para todos os casos as séries irá convergir para ∀(𝑡) ∈ (−∞,∞).

Resultados e Conclusão
Considerando 𝐵𝑥 = 1𝑇 , 𝐸𝑧 = 1 𝑉

𝑚
, 𝑚 = 1 𝑘𝑔, 𝑞 = 1𝐶, 𝜔 = 1 𝑠−1,𝜏 = 1 𝑠 e 𝛽 variando entre 0 e

1 podemos construir os gráficos das equações (25), (30),(45) e (50):

3A igualdade é somente validade para valores suficientemente grandes
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Figura 1: Gráfico de 𝑉𝑧 (𝑡).

Fonte: Autores

Figura 2: Gráfico de 𝑉𝑦 (𝑡).

Fonte: Autores
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Figura 3: Gráfico de 𝑉𝑧 (𝑡, 𝛽) para distintos valores do parâmetro fracionário.

Fonte: Autores

Figura 4: Gráfico de 𝑉𝑦 (𝑡, 𝛽) para distintos valores do parâmetro fracionário.

Fonte: Autores

Construindo os gráficos das equações (33) e (53):
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Figura 5: Comparação entre a função s(𝑡) e s(𝑡, 𝛽) em função do tempo para 𝛽 = 1.

Fonte: Autores

Figura 6: Comportamento da função s(𝑡, 𝛽) em função do tempo, para distintos valores do parâmetro
fracionário 𝛽 (0.9, 0.8, 0.7, 0.5, 0.3 e 0.1).

Fonte: Autores
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Comparando os gráficos das componentes 𝑣𝑦 e 𝑣𝑧 modeladas por ordem inteira com a modelagem
fracionária e s(𝑡) com s(𝑡, 𝛽), observamos que, ao utilizarmos a derivada fracionária de Caputo,
a solução da EDF apresenta um refinamento associado a um amortecimento na velocidade que
varia com 𝛽. A intensidade da resistência é inversamente proporcional a 𝛽. Em particular, quando
𝛽 = 1, a resistência é minimizada, resultando em um comportamento semelhante ao caso ideal sem
resistência, assim, recuperando o caso de ordem inteira.

Essa resistência pode estar associada ao meio pelo qual a partı́cula está se movendo. Quando
uma partı́cula carregada se desloca através de um meio que não é completamente vazio, como um
gás ou plasma, ela encontra resistência devido às interações com as partı́culas do meio. Essas
interações resultam em uma força resistiva que atua na partı́cula, dissipando sua energia cinética e
influenciando sua trajetória e velocidade.

Portanto, podemos perceber que a utilização de derivadas fracionárias, neste e em outros diversos
problemas, proporciona uma modelagem mais precisa de sistemas fı́sicos onde os efeitos dissipativos
são significativos, oferecendo um ajuste contı́nuo da resistência através do parâmetro 𝛽. Isso
possibilita a representação de um espectro mais amplo de comportamentos dinâmicos, abrangendo
desde sistemas subamortecidos até fortemente amortecidos, assim, podemos perceber como o uso
de operadores fracionário é uma ferramenta poderosa para a análise de sistemas.
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