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Dinamica fracionaria de uma particula
carregada sobre um campo eletromagnético

Fractional dynamics of a charged particle in an
electromagnetic field

Resumo

Neste trabalho analisamos a modelagem com equagdes dife-
renciais de ordens nao inteiras para fendmenos fisicos, espe-
cificamente na forca exercida sobre uma particula carregada
em um campo eletromagnético. A abordagem metodolégica
envolve a substitui¢dao das derivadas de ordem inteira pelas de
ordem fraciondria, no sentido de Caputo, nas equagdes diferen-
ciais que descrevem o movimento de uma particula carregada
sobre um campo eletromagnético, permitindo uma descri¢ao
mais detalhada e eficiente. Os resultados demonstram que a
modelagem com a derivada fracionaria de Caputo proporciona
uma solu¢do mais refinada, incluindo a presenca de amorte-
cimento. Conclui-se que o uso do célculo fraciondrio oferece
vantagens significativas em comparag¢ao com o célculo tradici-
onal, destacando-se pela capacidade de capturar a memoria do
sistema de forma mais precisa e incorporar fatores inicialmente
negligenciados na modelagem cléssica.

Palavras-chave: equacdes diferenciais fraciondrias; derivada
fraciondria de Caputo; célculo fracionério e aplicagoes; forca
de Lorentz.

Abstract

In this work, we analyze the modeling of physical phenomena
using fractional-order differential equations, specifically focu-
sing on the force exerted on a charged particle in an electro-
magnetic field. The methodological approach involves repla-
cing integer-order derivatives with fractional-order derivatives,
in the Caputo sense, in the differential equations that describe
the movement of a charged particle in an electromagnetic field.
This allows for a more detailed and efficient description. The
results demonstrate that modeling with the Caputo fractional
derivative provides a more refined solution, including the pre-
sence of damping. It is concluded that the use of fractional
calculus offers significant advantages over traditional calculus,
particularly in its ability to more accurately capture the system’s
memory and incorporate factors initially neglected in classical
modeling.

Keywords: fractional differential equations; Caputo fractional
derivative; fractional calculus and applications; Lorentz force.
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Introducao

No século XVII, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz desenvolveram as técnicas do
calculo diferencial, aplicando-as com sucesso na resolucao de problemas relacionados as taxas de
variagdes. As derivadas, que representam essas taxas de variagdao, desempenham um papel crucial
na formulacao dos principios que regem o universo fisico (Stewart, 2008).

Muitos desses principios fundamentais sao expressos em termos de equagoes diferenciais, refle-
tindo a taxa na qual eventos ocorrem. Assim, ao investigar a evolucao de fendmenos que podem
ser tratados matematicamente e cuja variacao ao longo do tempo € conhecida, estamos, na verdade,
buscando resolver uma equagao diferencial (Boyce; Diprima, 2010, ).

Modelar um sistema por meio de uma equacgao diferencial, i.e., representar um problema consi-
derando sua fung¢do e suas taxas de variacao, € uma tarefa complexa e exigente, na qual, requer um
meticuloso processo de selecdo dos fatores e varidveis a serem incluidos para simplificar o modelo,
visando uma representacao aproximada e vidvel do fendmeno estudado.

Recentemente, o Calculo de Ordem nao Inteira, conhecido como Calculo Fracionario (CF), tem
ganhado espaco como uma nova abordagem para modelar fenomenos, permitindo uma descricao
mais refinada e eficiente dos fenomenos em comparacao com o tradicional célculo de ordem inteira.
Este ramo da matematica trata do estudo de integrais e derivadas de ordens ndo inteiras (Camargo;
Oliveira, 2015)).

Com o desenvolvimento do CF, inimeros operadores fraciondrios surgiram, entre eles, o de
Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Riesz (Camargo; Oliveira, [2015) e derivada fra-
cionaria conforme (Khalil; Al Horani; Yousef; Sababheh, 2014). Diante disso, € levantada a questao
de se existe um critério especifico que possamos seguir e analisar para determinar se um operador
pode ser considerado uma derivada fracionaria (Camargo; Oliveira, 2015). A busca por formaliza¢ao
nesse campo de pesquisa ganhou destaque ap6s o primeiro congresso dedicado ao cdlculo fraciondrio
em 1974 (Camargo; Oliveira, 2015, Teodoro, 2019), quando Ross prop6s um critério, composto por
cinco itens, para auxiliar nessa formalizag¢ao (Teodoro, [2019). Posteriormente, em 2015, Ortigueira
e Tenreiro Machado apresentaram um novo critério, também composto por cinco itens, divergindo
de Ross na abordagem da regra de Leibniz em sua versao fraciondria ()).

A maneira mais comum de utilizar o CF na modelagem matemaética é considerar uma equagao
diferencial que descreve um fendmeno especifico e substituir as derivadas de ordem inteira por
derivadas de ordem nao inteira, de modo que a ordem da derivada fraciondria pertenga ao intervalo
(a,B], onde B é a ordem da derivada substituida e @ = f — 1, permitindo assim a recuperacao
da solucdo usual como um caso particular (Camargo; Oliveira, 2015). Embora ndao haja uma
interpretacdo fisica e geométrica trivial para a derivada fraciondria e a integral fracionéria (Podlubny,
1999), as equacodes diferenciais de ordem fraciondria estdao naturalmente relacionadas a sistemas com
memoria, uma vez que as derivadas fraciondrias geralmente nao sao operadores locais,i.e., calcular
a derivada fraciondria temporal em um momento requer considerar todos os momentos anteriores
(Camargo; Oliveira, 2015, Podlubny, {1999).

Dentre os resultados conhecidos do uso da modelagem fraciondria na Fisica, destacam-se o
oscilador harmonico fraciondrio (Camargo; Oliveira, [2015), as equacdes de difusdao (Gongalves,
2005) e a equacdo de Schrodinger (Vellaco Gomes; Camargo; Bruno-Alfonsol 2020), nos quais
sao comumente empregados os operadores de Caputo e de Riesz. Em cada contexto, os efeitos
incorporados pelas derivadas fraciondrias sdao de naturezas distintas, no oscilador harmonico, a
derivada de Caputo pode introduzir comportamentos andlogos ao amortecimento (Camargo; Oli-
veira, 2015). Na equacao de difusdo, os operadores fraciondrios descrevem processos andomalos
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de transporte, associados a efeitos de memoria temporal ou a saltos longos, dependendo de serem
aplicados no tempo ou no espaco (Gongalves), 2005, Metzler;Klafter,|2000). Por dltimo, na equacao
de Schrodinger fraciondria, o uso da derivada de Riesz modifica o termo cinético, levando a uma
relagcdo energia-momento nao parabdlica. Nesse cendrio particular, as funcdes de Bloch passam a
exibir cispides em espaco real, enquanto as fun¢des de Wannier deixam de decair exponencialmente,
apresentando em vez disso caudas de lei de poténcia (Vellaco Gomes; Camargo; Bruno-Alfonso,
2020).

Nessa perspectiva, este trabalho busca utilizar a derivada fraciondria de Caputo para modelar
uma situagao-problema na qual a forca resultante do sistema € equivalente a forca de Lorentz, i.e.,
a forca exercida sobre uma particula carregada que se move em um campo eletromagnético, com o
objetivo de compreender os efeitos do operador fraciondrio de Caputo sobre esse problema.

Este trabalho estd dividido em trés partes principais. A primeira secdo aborda os conceitos
preliminares, como a Fun¢ao de Mittag-Leffler de 1 e 2 parametros, a integral fraciondria de
Riemann-Liouville, a derivada fracionaria de Caputo e sua transformada de Laplace. A segunda
parte foca na modelagem de sistemas utilizando tanto o célculo de ordem inteira quanto o célculo de
ordem nao inteira. Por fim, a dltima secdo apresenta uma discussdao detalhada sobre os resultados
obtidos, destacando as diferengas e vantagens do uso do célculo fraciondrio em compara¢do com o
calculo tradicional.

Conceitos preliminares

Nesta secao, apresentaremos conceitos que sao essenciais para a compreensao da modelagem
fracionaria que utilizaremos ao longo deste trabalho. Inicialmente, discutiremos as funcdes de
Mittag-Leftler, que sao amplamente utilizadas em contextos envolvendo equacdes diferenciais fra-
ciondrias (EDF). Em seguida, abordaremos a integral fracionéria de Riemann-Liouville e a derivada
fraciondria de Caputo, conceitos-chave para o desenvolvimento da modelagem fraciondria no sentido
de Caputo.

Funcoes de Mittag-Leffler

Apresentada pelo matematico Mittag-Leftler (1903), a funcao de Mittag-Lefller de um parametro
€ definida pela seguinte expressao:

o k
L <
E.(z) := ;) Tk D)’ VY(a) € C,Re(a) > 0. (1

Quando escolhemos a = 1, a funcdo de Mittag-Leffler de um parametro reduz a fung¢do exponencial:

El(Z)—kZ:;)m—kzzoﬁ—e. (2)

Por conta disso, a fungcao de Mittag-Leffler de um parametro é conhecida como uma generalizacao
da fun¢do exponencial. O seu segundo parametro, foi introduzida por [Wiman| (1905) e € definida
pela seguinte expressao:

00 k

Eop(2) = kZ::‘) m V(a,B) € C,Re(a) >0 e Re(B) > 0. 3)
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Quando S = 1, a fungdo reduz para a funcao de Mittag-Lefller de um parametro:
o0 k

*—_— Z —
Eqi(2) = ;) Tk~ Ll (4)

Uma propriedade interessante € a integral da funcao de Mittag—Leftler de dois parametros. Mais
precisamente, para R (a) > 0, R(B) > 0e A € C, tem-se (Gorenflo;Mainardi;Rogosin, [2019):

t
/O P, g(AxY) dx = tPEq gy (A17). 5)

Integral Fracionaria de Riemann-Liouville:

Defini-se a Integral Fraciondria de Riemann-Lioville de ordem v € R,, considerando f(¢) uma
funcdo integravel com ¢ € R, como:

LI = 50 =605 10 = [ == s [ rwe-aan o)

em que * é o produto de convolugdo de Laplace e ¢,(¢) a Funcdo de Gel’fand-Shilov (Camargo;
Oliveira, 2015, Camargo, |2009)):

v—1

¢V(t) = m’ t> 09 Ve R+’ (7)
na qual sua transformada de Laplace é:
1
LB OHs) = = R(s) >0, ®)

Com a integral fraciondria de Riemann-Liouville apresentada, podemos agora definir a derivada
fraciondaria de Caputo.

Derivada Fracionaria de Caputo

A derivada fraciondria de Caputo ou derivada de Caputo, tem uma relevancia histdrica significa-
tiva, devido ao trabalho de Michele Caputo, que apresentou esta derivada juntamente com algumas
aplicagoes em fendmenos de viscosidade. A derivada de Caputo baseia-se da propriedade de a
derivada ser a operagdo inversa da integracdo e na lei dos expoentes, logo, definimos a derivada
fraciondria como a integral fraciondria da derivada de ordem inteira de uma funcao f (Camargo;
Oliveira, 2015, )):

d}'l
xl’l

(0] dx, ©)

1 t
B . VN v—1
eDlf(@) =PI O] = s [ 0=

' I'(v) Jo
naqual D" é aderivada de ordem inteirae /” € aintegral de Riemann-Liouville, conforme a expressao
(6), além disso, temos que B € C com Re(B) > 0, n o menor inteiro maior que Re(B8) e v = n — j3,
logo, 0 < Re(v) < 1 (Camargo; Oliveira, 2015 )).
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Transformada de Laplace

Para compreendermos por que a derivada fraciondria de Caputo é mais benéfica para modela-
gem matematica com condi¢des iniciais, iniciaremos demonstrando a transformada de Laplace da
derivada.

£{cDfFn} = L{"PID"FO1} = L{d0p(t) « D" F (1)} (10)

Pela propriedade da transformada de Laplace do produto de convolugdao (Boyce; Diprima, 2010),
temos que:

LA{¢np(t)«D"f(1)} = L{pnp(t)} LD"f(1)} (11)

n—1 n—1
— (B-n) s"F(s) - Z ij(j) (0)| = sPF(s) - Z S(j+ﬁ—n)f(j)(0)
j=0 ]:0

n—1
L{cDIF(0)} = PF(9) = Y s £ (0). (12)
=0

Pela expressao (12)), observamos que as condi¢des iniciais do nosso sistema estdo relacionadas a
funcao e suas derivadas de ordem inteira nos pontos ¢ = 0, facilitando assim o desenvolvimento € a
solucdo por meio dessa metodologia. Isso contrasta, por exemplo, com a transformada de Laplace
da derivada fracionéria de Riemann-Liouville, na qual as condicdes iniciais estdo relacionadas a
integral fracionéria de Riemann-Liouville (Camargo, 2009).

Forca de Lorentz

O eletromagnetismo de Maxwell € uma teoria que se baseia no campo eletromagnético, o que
significa que a descri¢do de um sistema eletromagnético requer o conhecimento dos campos elétrico
e magnético. Quando uma particula carregada se move em uma regiao do espaco onde existe um
campo eletromagnético, ela experimenta uma forca eletromagnética resultante, conhecida como
forca de Lorentz (Griffiths, [2011])):

F(1) = ¢(E + v(1) X B), (13)

em que g € a carga elétrica da particula, E € o campo elétrico, v é a velocidade da particula, B
€ o campo magnético e ¢ € o tempo. A configuragao dos valores que B, v e E podem assumir
depende do problema em andlise. Para este trabalho, consideraremos B = (B,,0,0), v = (¢, v, v;)
e E = (0,0, E;), onde ¢ € uma constante arbitraria. Segundo o formalismo newtoniano, a descri¢ao
da dinamica dessa carga envolve resolver um sistema de equacoes diferenciais, que necessitam do
conhecimento da forca resultante sobre a particula (), logo, para o caso da for¢a de Lorentz, teremos
a seguinte expressao:

dv(t
Z(t)m = g(E+v(r) X B), (14)
na qual m € massa da particula carregada. Calculando v X B:
i ]k
VXB=|c v, vg. (15)
B, 0 O
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Calculando o determinante:

VXB=i(v,-0-v,-0)+j(0-c+v, By) +k(0-c—v,-B,) =1(0) + j(v.B,) + k(-v,B,) (16)

v XB = (0,v,By,-v,By). (17)
Substituindo os valores na Equagao (14):
dv
5m= q[(0,0,E;) + (0,v;By,=vyBy)] = q[(0,v;By, E; = vyBy)] (18)
dv ¢
E = E[(O, VZBX’EZ —VyBx)]. (19)
Logo, as componentes da for¢a sao:
v _ g

cflt

I
-4, B, (20)
4

d_tz = %(Ez - VyBx)-

Aplicando a transformada de Laplace no sistema para encontrar vy € v:

sVy[s] =v,(0) = qzx V. [s]
gE. _ B 1)
sVe[s] = v (0) = 5= — =V [s].
Considerando que v(0) = (¢,0,0):
sVyls] = SVels] Vyls] = S Vels]
4E: _ gB. = WE. _ aB (22)
sV [s] = 3= —<Vy[s] sV [s] = 55 — =V [s].
Substituindo v, da primeira igualdade na segunda, vamos obter:
2 2
E B.\" V. By £
ms m s m m
B
E 1 E 1 e
= Vi[s] = L= T S (24)
RN
s+ p s+ p m
aplicando a transformada inversa de Laplace:
B
E Lox E B,
v.(r) = =L % = —Zsin(q t). (25)
BX SZ + (qzx) Bx m
Realizando a integracao em relacao a ﬂ
E B
s.(t) = = Z[l—cos(q "t)]. (26)
qB: m

'E considerado s, (0) = 0.
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Para encontrar a componente vy, serd substituido v, na segunda igualdade da expressio (22):

d E, d qE, B,
L L ( ) / & g = (q )dt 27)
dt m m m
E B
vy (1) = _B_i cos (%z) +k, (28)
como v,(0) =0
E qBy E
vy(O):O:—B—icos(m0)+k:>k:B—i (29)
E B,
Lovy(t) = B—i [1 - cos (qm )] ) (30)
Realizando a integracao em relacao a ¢
E B,
sy(t) = = [t— " sin(q t)] . (31)
B, q By m
Logo a solugdo nossa sera
E B E B
v(t) = (c,—Z [l—cos (q—xt)],—zsin(q xt)), (32)
B)C m X m
E B, E B,
s(t) = (tc,—z PR sin(q t)],—m Zcos(q t)) (33)
x qBx m qB? m

Forca de Lorentz Fracionaria

Para desenvolver a equacdo da forca de Lorentz na sua versao Fraciondria, iremos utilizar a
derivada fraciondria de Caputo, logo:

F=m ( 11[;) DPV](1) = g[E+ (v(t) xB)], 0<Re(p) <1, (34)

em que CDf ¢ a derivada fraciondria de Caputo de ordem S e Tl;—ﬁ ¢ fator de corre¢ao dimensional
(Kuroda; Camargo, 2021). Agora, substituindo os valores de E e v x B na equacéo (34):

(T%}) DEVI(0) = L (B +v() xB) (35)

1
N ( 1 ﬂ) D[] % [(0,0, E.) + (0,v.By, —vyBy)| = %(o, v.By E.—vyBy).  (36)
Portanto, as componentes da forca sao:

1

_ﬁ CD[ﬁ [Vx] = O
1 B q

7T_’3 D7 [Vy] = szBx (37)
1 q

7T_,3 chﬁ [v.] = E(Ez - VyBx)-
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Para dar continuidade, iremos obter v, na seguinte relacdo H

1 B, 1 B,
) 1= 2 L) - i

B
q—xlﬁ[vz].

=V, = (Tl_’B)

Substituindo na equacao (37)), teremos que:

2 2
( fﬁ) DI[v.] =1[Ez—<r‘—ﬂ>q—&‘1ﬁ[vz]] =LE. - (') [ﬂ] v.],
m m m m

utilizando a transformada de Laplace:

sPV.[s] = P, (0) = (¢ _'B) — (r17F)? [ ] L{pp} * L{v;}

_ (Tl—ﬁ)q_EZ _ (7.1—/3)2 [qB ] s ]
ms m sB

. B
Considerando w = qu

wE, (1)
B.s (Sﬁ + (Tl;f;wﬂ)

_ wk; (t17P) sB _ wE; (r17P)
= Bos (Sﬂ N (Tl—sl;wy) sB B, sB+1 (1 N (Tl—ﬁw)z).

= V,[s] =

1-8, )2
= V.[s] (sﬁ + (Ts—ﬁw)) = (¢!F) C;TESZ

528
Como (71;2#) < 1, podemos expandir em uma série geométrica, logo:
wE ( (1)n (r'Pw)*|"
_ n
V.[s] = sﬁﬂ Z( 1) o

g Ew wil 12 Val 1] 1
= (7! B)B_x nz:;)(—l) [(Tl Bw) ] [STﬁ] B

E.w v 2 1
_ 1-8 Z _1\n 1-8 n
= @ S () 1
n=0

Fazendo a transformada inversa de Laplace, teremos:

o 2 s

ve=(7 ’;( D" [( ) ] TCnB+ A+ 1)
g PEw (-8, VA P
= ;( D [(T “’)] TnB+B+1)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

2 Aqui foi usado o fato de que a integral fraciondria de Riemann-Lioville da derivada fraciondria de Caputo de mesma

ordem resulta na prépria funcdo: I# [CD'ff(t)] =[P[I"PD (1) = IP[I7Pf(1)] = IPB[f(1)] = f(1).
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Podemos simplificar utilizando a Fun¢ao de Mittag-Leffler de 2 parametros:

1 BwE. P

2
ve(t.B) = = Exppn [ (7' o) ). (45)

Realizando a integragdo em 7 com o auxilio da expressdo (5), iremos obter a posi¢ao da particula no
eixo z:

1-8 E p+1 2

T PwE. t _

5:(6,B) = o~ Ezppur [— (7o) rzﬁ], (46)
X

voltando na relagdo (38), iremos agora encontrar v,:

b= Pl ] = Lin) = (@ oLl « L) = Bisl = @D @)

pela expressao (43):

2 (- )z]nﬁ
_ ;Z) g_i( 1y ( )]nﬁ

- R S ) T i @

Fazendo a transformada inversa de Laplace:

b = (r'P)W?E, i(—l)"[(rl‘ﬁw)z]" (2nB+2

B, o r'2np+2+1)
(t'"A)PWE, « -5 \? t>h
= N () 49
B: ;)( ) M a1 “49)
1-B 2 F.12B 2
T PwEt _
vy (1,B) = T Expapu [~ (7' Fw) ). (50)
X
Realizando a integra¢do em 7 com o auxilio da expressao (3):
1-B, 27 2B+1 2
T PwEt -
5(1,8) = = Eypopual~ (v o) ). (51)
X
Portanto:
1-8, 2 28 2 1-B,,2F B 2
T PwE t _ T PwE,t _
v(t,B) = |c, —Engopi1[— (T1 'Bw) 1], ————Esppu[- (Tl ﬁw) 1], (52)
B, B,
1B 2E._2P+1 2 T1=B2E B+ 2
s(1,8) = (rc 5 Eawapnl- (rl‘ﬁw) ), ————Eppn [— (rl‘ﬁw) rzﬁ]). (53)
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Como os resultados pela modelagem fraciondria sao fornecidos por uma série de infinitos termos,
existe a necessidade de calcular o raio de convergéncia R dos valores de ¢ (Boyce; Diprimal [2010),
logo:

1 [—('Pw)? ™! T(2Bn+2B+1)| . [-(r'7Pw)?] - T(2Bn +2B + 1) 54)
R noo| [—(r1Bw)2]" TR2Bn+4B8+1)| noe r(2Bn+48+1)
Considerando a aproximacao de Stirling rf] (Weber; Arfken, 2003):
4
F(z+ 1) ~ V272 ) (55)
2pn+2B
. 27 (2Bn + 2B) (M) !
= - = lim [— (' Pw)?] - T,
n—oo
V272 + 4B) (L)
,— '—n 1 M 2Bn+2p3 . 28
= Jim [~ w)’] e, ' ﬁ)
e «/_ Vi+2 |24 pn+ 4
2Bn+2B 28
~ (¢ Pw)? Tim Va+1 (2fn+2f . e
n—eo |+ 2 \2Bn+4B 2Bn +4p
28n+2 2B
V 1 2 2
= (Tl_lga))z lim L -1 M . L
n—o |\ 42| noe|\26n +4p n—eo |\ 28n + 48
=(t'"Pw)?-1-1-0= R = +c. (56)

Portanto, v, (, B) ird convergir para V() € (—o0, ). Para v (¢, 5), sy(t, 8) e s;(t,5) o processos
para calcular sdo parecidos e para todos os casos as séries ira convergir para V(t) € (—oo, o).
Resultados e Conclusao

Considerando B, = 1T, E, —1V ,m=1kg,g=1C,w=1s"'7=1sef variando entre 0 e
1 podemos construir os graficos das ¢ equacdes (25)), (30),(5)) e (50):

3 A igualdade é somente validade para valores suficientemente grandes
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Figura 1: Grafico de V,(¢).
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Figura 2: Gréfico de V,(t).
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Figura 3: Grafico de V,(¢, B) para distintos valores do parametro fracionario.

v z(t.g)
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05

1

RV \/

Fonte: Autores

— =02
— =05
— =07

£=09
— B=10

Figura 4: Gréfico de V, (¢, §) para distintos valores do parametro fraciondrio.

v_y(LE)
2.0+ A A

Fonte: Autores

Construindo os graficos das equagdes (33) e (33):
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Figura 5: Comparacio entre a fungao s(¢) e s(z, 8) em funcao do tempo para 5 = 1.

Caso Classica Caso Fracionariocom g=1.0

Fonte: Autores

Figura 6: Comportamento da funcio s(¢, 8) em fung¢do do tempo, para distintos valores do parametro
fracionario £ (0.9,0.8,0.7,0.5,0.3 e 0.1).
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Comparando os graficos das componentes v, € v, modeladas por ordem inteira com a modelagem
fraciondria e s(f) com s(z, 8), observamos que, ao utilizarmos a derivada fracionaria de Caputo,
a solucao da EDF apresenta um refinamento associado a um amortecimento na velocidade que
varia com S. A intensidade da resisténcia € inversamente proporcional a §. Em particular, quando
B =1, aresisténcia € minimizada, resultando em um comportamento semelhante ao caso ideal sem
resisténcia, assim, recuperando o caso de ordem inteira.

Essa resisténcia pode estar associada ao meio pelo qual a particula estd se movendo. Quando
uma particula carregada se desloca através de um meio que nao é completamente vazio, como um
gas ou plasma, ela encontra resisténcia devido as interagdes com as particulas do meio. Essas
interacOes resultam em uma forga resistiva que atua na particula, dissipando sua energia cinética e
influenciando sua trajetéria e velocidade.

Portanto, podemos perceber que a utilizag¢do de derivadas fraciondrias, neste e em outros diversos
problemas, proporciona uma modelagem mais precisa de sistemas fisicos onde os efeitos dissipativos
sao significativos, oferecendo um ajuste continuo da resisténcia através do parametro . Isso
possibilita a representacdo de um espectro mais amplo de comportamentos dindmicos, abrangendo
desde sistemas subamortecidos até fortemente amortecidos, assim, podemos perceber como 0 uso
de operadores fraciondrio é uma ferramenta poderosa para a anélise de sistemas.
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