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Uma iniciaciao a epidemiologia matematica

A primer on mathematical epidemiology

Resumo

Este texto apresenta trés modelos muito usados em epidemi-
ologia: o modelo SIS, o modelo SIR e um modelo para a
transmissao da toxoplasmose em gatos. O objetivo é fazer uma
iniciacdo ao tema da epidemiologia matematica, ilustrando trés
abordagens muito usadas em equagodes diferenciais: resolugcao
explicita, andlise qualitativa e experimentacdo numérica. A
metodologia utilizada foi a pesquisa bibliografica, que possibi-
litou apresentarmos: aresolugao explicita do modelo SIS, iden-
tificando condi¢Oes para a persisténcia ou extingao da doenca;
uma analise qualitativa do modelo SIR, revelando o comporta-
mento tipico de surtos epidémicos; e algumas experimentacoes
numéricas para o modelo da toxoplasmose, destacando a in-
fluéncia de diferentes parametros na dindmica de transmissao.
Diante da importancia do assunto e do grau de detalhamento
da exposi¢do, acreditamos que o presente texto proporciona
uma leitura util a estudantes que estao iniciando na temética da
epidemiologia e/ou da andlise de equagOes diferenciais.
Palavras-chave: modelo SIS; modelo SIR; toxoplasmose;
andlise qualitativa; experimentacao numérica.

Abstract

This text presents three models widely used in epidemiology:
the SIS model, the SIR model, and a model for the transmis-
sion of toxoplasmosis in cats. The aim is to provide an initia-
tion into the field of mathematical epidemiology by illustrating
three common approaches in differential equations: explicit
solution, qualitative analysis, and numerical experimentation.
The methodology adopted was bibliographic research, which
allowed us to present: the explicit solution of the SIS model,
identifying conditions for disease persistence or extinction; a
qualitative analysis of the SIR model, revealing the typical
behavior of epidemic outbreaks; and some numerical experi-
ments for the toxoplasmosis model, highlighting the influence
of different parameters on the transmission dynamics. Given
the importance of the subject and the level of detail in the ex-
position, we believe that this text offers a useful reading for
students entering the field of epidemiology and/or the analysis
of differential equations.

Keywords: SIS model; SIR model; toxoplasmosis; qualitative
analysis; numerical experimentation.
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1 Introducao

A modelagem matematica tem-se consolidado como uma ferramenta essencial para a com-
preensdo da dinamica de doencas infecciosas. Por meio da formulacdo de sistemas de equacoes
diferenciais € possivel descrever e prever a propagacdo de uma epidemia, fornecendo subsidios
tedricos para a tomada de decisdes em sadde publica. Nesse contexto, os modelos compartimen-
tais sdo amplamente utilizados para representar a dindmica das infeccoes, sendo assim chamados
porque dividem a populacao em diferentes grupos com caracteristicas epidemioldgicas semelhantes
— 0s quais sdo chamados de “compartimentos”. Neste trabalho, estudaremos trés desses mode-
los, todos formulados como sistemas nao lineares de equacoes diferenciais ordindrias: o modelo
Suscetiveis-Infectados-Suscetiveis (SIS), o modelo Suscetiveis-Infectados-Recuperados (SIR) e um
modelo especifico para a transmissao da toxoplasmose em gatos que, por brevidade, chamaremos de
Suscetiveis-Infectados na forma aguda-Cronicamente infectados-Espaco ambiental (SICE).

O modelo SIS é um dos modelos mais simples e fundamentais no campo da epidemiologia.
Ele considera que a populacdo estd dividida em dois compartimentos: “suscetiveis” (individuos
livres da doenca mas que podem ser contaminados) e “infectados” (individuos contaminados que
atuam como transmissores). Esse modelo descreve doengas em que os individuos infectados, apds
se recuperarem, retornam a classe dos suscetiveis, nao adquirindo imunidade. Seu estudo, que
serd feito na Sec¢do [2| nos permite entender a dependéncia da dindmica da infeccao em relagdo aos
parametros do modelo, revelando condi¢des sob as quais uma doenga pode se extinguir ou persistir
na populacao.

O modelo SIR, por sua vez, ¢ um modelo amplamente estudado em epidemiologia para modelar
doencas que conferem imunidade permanente apds a infec¢ao. Para isso, ele incorpora um com-
partimento de “recuperados” (individuos que tiveram a doenga, mas que ja se curaram, deixando
de transmiti-la e nunca mais voltando a contrai-la). O resultado central na analise desse modelo,
que serd estudado na Secdo [3, € o Teorema do Limiar Epidémico. Como veremos, esse teorema
¢ importante porque estabelece condicOes para a existéncia ou inexisténcia de um futuro “surto
epidémico” (isto €, um aumento expressivo no nimero de doentes simultaneos, seguido de queda).

Finalmente, o modelo SICE —introduzido em [[1]] e discutido em [2]] — € um modelo mais recente e
menos conhecido do que os anteriores. Ele tem o objetivo de modelar a propagacao da toxoplasmose
em gatos.

A toxoplasmose ¢ uma das zoonoses (doengas transmitidas por animais) mais
comuns do mundo. E uma doenca infecciosa causada pelo protozodrio chamado
Toxoplasma gondii, cujos hospedeiros definitivos sao gatos e outros felinos (como
ongas, jaguatiricas, gatos-do-mato dentre outros). O parasito 7. gondii pode ser
eliminado pelas fezes desses animais infectados contaminando o meio ambiente.
A partir dai, o parasito pode infectar todos os animais de sangue quente, inclusive
aves e mamiferos aquaticos. [3|]

Assim como os modelos anteriores, o modelo SICE também possui um compartimento de
suscetiveis — o qual abriga os individuos saudédveis. Entretanto, o compartimento dos infectados é
subdividido em dois: “infectados agudos” (estdgio inicial da doenga com maior carga parasitaria) e
“cronicamente infectados” (estdgio posterior da doenga com menor carga parasitaria). Além disso,
nao ha compartimento de recuperados e hd, ainda, o compartimento do “espago ambiental” ou,
simplesmente, “ambiente” (no inglés, environment — que fica compativel com nossa escolha de E na
sigla SICE) abrigando os “oocistos” — que sao formas resistentes do parasita eliminadas nas fezes
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dos gatos e capazes de sobreviver por longos periodos no ambiente, sendo responsaveis por novas
infecgdes ao serem ingeridos. No estudo desse modelo, que faremos na Segéo [, veremos como as
taxas de reproducao e de liberagcao de oocistos no ambiente afetam o comportamento da populacao.

Até aqui, discutimos brevemente os modelos que serdao estudados nas se¢oes seguintes e demos
uma ideia dos resultados que serdo apresentados. A seguir, passaremos a discutir os métodos de
abordagens que nos conduzirdo a tais resultados. Para isso, come¢amos observando que o estudo de
equacoes diferenciais pode ser realizado a partir de trés abordagens complementares: a resolucdo
explicita, a andlise qualitativa e a experimentacao numérica. Cada uma dessas perspectivas oferece
ferramentas distintas para compreender o comportamento das solu¢oes do modelo.

A resolucao explicita consiste em encontrar uma fun¢do definida explicitamente que satisfaca
a equacao diferencial e as condi¢Oes iniciais associadas. Isso envolve aplicar métodos classicos,
como separagao de varidveis, fator integrante ou mudancas de varidveis, com o objetivo de exibir
a solucdao da equacao diferencial em termos da varidvel independente. Quando possivel, essa
abordagem oferece uma forma direta de estudar a evolucao do sistema. No entanto, muitos modelos
relevantes — especialmente aqueles com estrutura ndo linear — ndo admitem solug¢des definidas
explicitamente, o que limita o alcance dessa técnica. Como € afirmado em [4, p. 6], em muitos casos
“as solucoes de uma equagdo diferencial costumam ser muito mais complicadas do que a prépria
funcdo que define a equacao”, sendo raras as situagcdes em que se pode obter solucdes exatas. Nesse
contexto, surge a andlise qualitativa, que busca compreender o comportamento geral das solucoes
sem necessariamente obté-las de forma explicita. Essa perspectiva € ttil para investigar propriedades
como existéncia, unicidade e comportamento assinttico mesmo sem dispor de solucao explicita.
Porém, ocorre com certa frequéncia, especialmente para modelos complexos, que certas propriedades
(como comportamento assintético) dependem de relacdes especificas entre certos parametros do
modelo — que nem sempre sao faceis de deduzir quando nos deparamos com um modelo novo.
Nesse contexto, surge a experimentacao numérica que, por meio de recursos computacionais, pode
fornecer uma visao geral da influéncia dos pardmetros no comportamento assintético do modelo
podendo, desta forma, sugerir linhas de investigacao para a andlise qualitativa:

A experimentacao numérica pode fornecer um entendimento “rédpido” sobre o mo-
delo em estudo, e pode confirmar (ou refutar) hipdteses sobre os mecanismos basicos
subjacentes ao sistema de interesse. Os resultados da experimenta¢do numérica po-
dem sugerir dire¢des a seguir para uma analise matemdtica mais rigorosa e para
novas modificagdes do modelo. [2, p. 156, traducdo nossa].

As trés abordagens acima descritas serdo exploradas nesse trabalho: o estudo do modelo SIS sera
realizado por meio da resolucgdo explicita, o estudo do modelo SIR por meio da andlise qualitativa e o
estudo do modelo SICE por meio da experimentagao numérica. Todos os resultados apresentados sao
conhecidos na literatura especializada, exceto por algumas experimentagdes numéricas referentes
a algumas variantes do modelo SICE que, até onde sabemos, ainda nao foram exploradas. Assim,
nossa maior contribui¢do tem carater didatico, nao s6 por iniciar os leitores ao tema dos modelos
compartimentais, que sao fundamentais na epidemiologia matemadtica, mas também por inicid-los
em técnicas fundamentais na 4rea de andlise de equacdes diferenciais oferecendo demonstragoes
detalhadas que envolvem importantes aplicagdoes dos classicos Teorema de Picard, Teorema de
Extensao e Teorema da Invariancia.

Observacao 1 Os modelos matematicos abordados nesse texto sao todos formulados em termos
de equacoes diferenciais ordinarias. Supondo que as variaveis envolvidas evoluem dependendo
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apenas do tempo e de forma continua, eles se destacam pela simplicidade da formulacdo sendo,
portanto, propicios a uma iniciagdo a tematica. Porém, cabe ressaltar que nem todos os modelos
epidemiologicos matematicos sao expressos dessa forma. Por exemplo: uma introducdo abrangente
incluindo modelos que envolvem variaveis discretas, equacoes diferenciais com retardo e equagoes
diferenciais parciais pode ser encontrada em [J|]; introducoes a modelos envolvendo redes podem
ser encontradas em [6, [7]; uma introducdo a modelos estocasticos pode ser encontrada em [8];
uma visao geral sobre modelos baseados em agentes pode ser vista em [9].

2 O modelo SIS

Nesta secao, faremos uma breve apresentacao do modelo SIS, baseada em [2] e [10], exemplifi-
cando o uso da técnica mais basica de estudo das equacdes diferenciais: a resolugdo explicita.

2.1 Descricao do modelo

O modelo SIS é um dos modelos epidemiolégicos mais simples para descrever a propagagao de
doencas infecciosas. Ele supde que a populacao esta totalmente distribuida em dois compartimentos
disjuntos:

* Suscetiveis (S): individuos sauddveis que podem adquirir a doenca a partir do contato com
individuos doentes.

* Infectados (I): portadores da doenga capazes de transmiti-la a individuos saudéveis.

Representando por S = S(7) a quantidade de suscetiveis no instante ¢, e por / = I(¢) a quantidade de
infectados, o modelo SIS € dado pelo sistema de equacdes diferenciais

S =-BSI+ vyl W
I' = BSI—yl
sujeito as condicoes iniciais
S(0) =S50 >0, 1(0) =1y > 0. )

A nao negatividade dos dados inciais reflete a hipétese de que eles representam quantidade de
individuos. Os parametros 3 e y sdo constantes positivas chamadas de taxa de transmissao e taxa
de recuperacao, respectivamente. O termo SS1 representa a taxa com que individuos saem da classe
S e entram na classe I, e reflete a hipdtese de que a taxa com que os suscetiveis se contaminam ¢
proporcional a quantidade de encontros possiveis entre suscetiveis e infectados (isto €, proporcional
ao produto S7). Ja o termo yI representa a taxa com que individuos saem da classe I e entram
na classe S. Ele reflete a hipdtese de que a taxa com que os infectados se curam € proporcional a
quantidade de infectados existentes. A Figura[l]ilustra a dindmica de transmisséo.
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Figura 1: Dinamica de transmissdao do modelo SIS.

BST
S (. | |
~I

Fonte: Elaborada pelos autores.

O fato de que os individuos da classe I retornam para a classe S reflete a hipdtese de que nao
ha imunidade adquirida apds a infecc¢do, ou seja, os infectados voltam a ser suscetiveis apds a
recuperacao (isto €, podem ser infectados novamente como ocorre, por exemplo, com o resfriado
comum). Note que, somando as duas equagdes do sistema (IJ), obtemos (S + I)’ = 0, ou seja, a
soma S + I € constante. Isso reflete a hipotese de que a populagao permanece constante ao longo do
tempo (ndo ha migracoes, nascimentos nem mortes). Assim, representando por N o nimero total
de individuos da populacdo, temos
S+1=N. 3)

Na préxima secao, com base no estudo da solugdo explicita do sistema, veremos que esse modelo
apresenta dois comportamentos possiveis:

* Se BN — y < 0, o nimero de infectados simultaneos vai decrescendo e a doenga se extingue
(isto €, o compartimento dos infectados vai diminuindo com o passar do tempo até ficar vazio).

* Se BN — vy > 0, a doenga persistird na populacio com o nimero de infectados ficando
aproximadamente constante ao longo do tempo (isto €, a doenca entrard em estado endémico).

Observacdo 2 Dividindo (I)-[@) por N e escrevendo § = % I = § B = NB, obtemos o sistema
equivalente

S = —BST +yI
ST @)
I'=pSI -yl
com condigoes iniciais y y
§(0) = So, 1(0) = Io, (5)

onde S, I, Sy = % ely = [NO representam proporg¢oes da populacdo em vez de niimeros totais de
individuos. Nesse caso, a totalidade da populacéo é expressa por N = 1. Essa mudanca de varidveis
é especialmente iitil para plotar os grdficos e serd usada nas Figuras[2} [3|eH|(por simplicidade, sem
mudanga de notagao). Comentario andlogo se aplica ao modelo SIR estudado na Segdo 3]

2.2 Resolucao explicita

Suponha que o problema (I)-(2)) possua uma soluc@o, onde o dado inicial Iy satisfaz as seguintes
condicoes: Ip > 0e Iy # [% (ouseja, —BIlyp+ BN —vy # 0). Devido a continuidade de I (implicada
por sua derivabilidade), devemos ter

I>0 ¢ —BI+BN—y#0 (6)

em algum intervalo da forma [0,5). Vamos aplicar o método da separacdo de varidveis para
encontrar esta solugdo.
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De (3) temos S = N — I. Substituindo na segunda equacio de (1)), segue que

I':ﬁ(N—I)I—)/I:ﬁNI—ﬁlz—yl:I(—ﬁI+ﬁN—y). @)

_ dl

Escrevendo I’ = a

separando as varidveis e integrando os dois lados, obtemos

/ I(ﬁN—d;I—y) :/ ar ®)

Note que esse cdlculo € legitimo em razdo de (6, que garante que néo estamos dividindo por
zero. E por isso que foi necessario impor condi¢des sobre o dado inicial /.
Pelo método das fracdes parciais, temos

dx 1 a 1 1 1 X
B L N A N b K:—l‘ ) K
/x(ax+b) /bx o /b(ax+b) * b nlxl b nlax+bl+ K b 1 ax+b TR

desde que b # 0. Supondo que BN —y # 0 e aplicando a férmula acimacom b = BN —yea = —f3,
obtemos

+ K. )

/ dl ~ / a1 n I
I(BN-BI-v) J I(al+b) BN-vy |-BI+BN-vy
Substituindo (9)) em (8) obtemos

1
BN —vy

1
—pI+ BN —vy

+K| =t + K>,

ln'

ou seja,
1

—pI+ BN —vy
Tomando a exponencial dos dois lados resulta que

In

= (BN =y)(t +C1).

__
I+ BN -y

sendo A = 1 (caso =8I + BN —y > 0em [0,b)), ou A = —1 (caso =8I + BN —y < 0 em [0, b)),
ou seja,

= AeBN-=(+C1) _ g o(BN=7)1 ,(BN=7)C1 _ Cze(ﬁN—V)t’

I = Cze(ﬁN—)’)t(_’BI +BN—7y) = Cze(ﬁN—Y)l(lBN —vy) - Cze(ﬁN_Y)l,BI,

Isolando I, obtemos

_ CoeBNI(BN — )
C CreBNIB 4]

Usando a condigdo inicial /(0) = Iy, obtemos C = %{% . Além disso, como S(0) = So,
segue de (3) que N — Iy = Sy. Portanto, C, = ,BS{)O—)/' Assim, a expressao de [ se reescreve como
Iy (BN=y)t _
1= DY (BN —y)lo (10)
1 - _ _ .
G eBNIg L1 Blo+ (BSo —y)e PN

MISIARA, L. M. M.; LIMA, P. R. de. Uma iniciagdo a epidemiologia matematica. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v.
27, €27006, 2026.
DOI: 10.21167/cqdv27e¢27006 Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd



War\
A=
A

Consequentemente, S é dada por

(BN —y)1o
Blo + (BSo —y)e~BN-11"

Até o momento mostramos que, se existem S e I diferencidveis satisfazendo o problema (I))-(2)
num intervalo da forma [0, ») com um dado inicial positivo I # BNY " entdo, no caso em que
BN — vy # 0, temos necessariamente que / e S sdo dadas por (10) e @ Mas, um calculo direto
(derivando e substituindo nas equagdes) mostra que S e I dadas por essas expressoes realmente
satisfazem as condi¢des iniciais e o sistema em [0, 00). Isso estabelece que, no caso BN —y # 0,
existe uma tnica solugéio em [0, o) para o problema (I)-(2) com dado inicial positivo Iy # %, a
qual é dada pelas fungdes I e S definidas explicitamente por (I0) e (TT).

Diante disso, podemos tirar conclusdes sobre o comportamento da doenca com base no compor-

tamento assintético da solugao.

S=N-I=N- (11)

* Se BN —y <0, temos y — BN > 0. Dai,

N =) ~ BN)I
lim I(7) = lim (BN =)o = lim (y = BN)fo -0
t—o0 t—=o0 By + (BSo — 'y)e_(ﬁN_Y)t t—o0 —BJy + (y — ﬁSO)e(Y_ﬁN)Z

Isso mostra que, conforme o tempo passa, / se aproxima de zero, ou seja, a doenca tende
a desaparecer da populagdo. Como o numerador do dltimo limite é constante positivo € o
seu denominador € estritamente crescente, essa aproximac¢ao ocorre de forma estritamente
decrescente, ou seja: o numero de individuos simultaneamente infectados se aproxima de
zero diminuindo cada vez mais, sem nunca sofrer qualquer aumento. A Figura [2]ilustra essa
situagao.

Figura 2: Grifico das fungdes (I0) e (TIT) gerado com N = 1; 89 = 0,8; Ip = 0,2; 8 =2;y = 3.

Fonte: Elaborada pelos autores.

* Se BN —vy >0,

lim 7(8) = Tim (BN —y)Iy ___ BN-yI _BN-¥y
1—00 =0 Blo + (BSo —y)e BN-7t  Bly+ (BSo—7y) - 0 B

. N— . .
Isso mostra que, conforme o tempo passa, I se aproxima de l%, ou seja, a doenga se mantém
presente na populagao e, apds certo tempo, o nimero de individuos infectados tende a se
estabilizar num certo valor. Note que:
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. A N— ~ . . .
- SeSo—y>0(stoé Iy < B 7 Y, entdo o denominador de I € estritamente decrescente.
Portanto, como o numerador € constante positivo, a referida aproximagao ocorre de
forma estritamente crescente. A Figura[3]ilustra a essa situagdo.

Figura 3: Grifico das fung¢des (I0) e (TT) gerado com N = 1; Sp = 0,8; Ip = 0,2; B =13;y = 5.

Fonte: Elaborada pelos autores.

- Se BSop — vy < 0 (isto é, I > ﬁ]t"%y), o denominador de I é estritamente crescente.

Portanto, como o numerador € constante positivo, a referida aproximagdo ocorre de
forma estritamente decrescente. A Figura[|ilustra a essa situagao.

Figura 4: Grifico das fung¢des (10) e (TT)) gerado com N = 1; 8o = 0,3; Iy = 0,7; 8 = 13; y = 11.

S

BN—v

e

Fonte: Elaborada pelos autores.

Observaciio 3 Se SN —y = 0, a equagédo (7)) toma a forma simplificada I' = —BI>. Nesse caso,
pelo mesmo método da separagao de varaveis, obtemos as seguintes formas explicitas para I e S:

I NIyt
0 S(t)—SO+ Blo

I(f) = ———, =
@) 1+ Blpt 1+ Blpt

Nessa situacdo, 1 apresenta o mesmo comportamento assintotico do caso BN — vy < 0, isto é, a
doenga tende a desaparecer, pois I decresce estritamente a zero.

Observacdo 4 Se analisarmos o cdlculo utilizado para mostrar que (10) e (1)) satisfazem o pro-
blema (1))-@2)), veremos que ele ndo necessita de qualquer restri¢do sobre Iy, ou seja, ele também é
valido quando Iy = 0 ou Iy = % Assim, obtemos existéncia de solugcdo para qualquer dado ini-
cial Iy > 0. Entretanto, esses calculos ndo estabelecem a unicidade dos casos In = 0 e Iy = BNy,
Uma ferramenta eficiente para estabelecer tanto existéncia quanto unicidade sera explorada na

secdo seguinte.
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Observacdo 5 Nas Figuras[2| Ble[} os parametros foram escolhidos de modo a ilustrar, de forma vi-
sualmente clara, os diferentes comportamentos previstos pela andlise teorica realizada. Comentario
andlogo se aplica as Figuras|[0|[7]e[8| Escolhas com significado biologico dependem de dados reais
e caracteristicas especificas da doenca a ser modelada (veja, por exemplo, a Secdo 4.2 de [\I1]]).

3 O modelo SIR

Nesta secao, faremos uma breve apresentacao do modelo SIR, baseada nas discussoes de [2]],
[10], [11] e [12]. Nessa apresentacdo, exemplificaremos o uso de uma das técnicas mais importantes
para o estudo das equacdes diferenciais: a analise qualitativa.

Observacao 6 De modo geral, a analise qualitativa de equacoes diferenciais é bastante abran-
gente. Aqui, nos limitaremos a existéncia, unicidade e comportamento assintético. Uma discussao
envolvendo pontos de equilibrio e estabilidade pode ser encontrada em [10)].

3.1 Descricao do modelo

O modelo SIR ¢ amplamente utilizado para descrever a dinamica de certas doencas infecciosas.
A principal diferenca desse modelo em relacao ao modelo SIS é que ele inclui um terceiro com-
partimento, chamado de Recuperados (R), que tem a finalidade de reunir todos os individuos que
passaram pela infec¢do e ja deixaram de transmiti-la. Assim sendo, os individuos que saem de I
nao voltam para S. Em vez disso, eles entram no compartimento R e ndo saem dele (nunca mais se
tornam suscetiveis nem infectados). Isso reflete a hipétese de que os individuos, apés serem infec-
tados, desenvolvem imunidade permanente (como ocorre, por exemplo, com o sarampo, a caxumba
e a rubéola). As hipdteses sobre as taxas com que os individuos mudam de compartimentos sao
andlogas as hipoteses do modelo SIS: eles saem de S a uma taxa proporcional ao produto S/ (quan-
tidade de encontros possiveis entre suscetiveis e infectados) e saem de I a uma taxa proporcional a
I (quantidade de infectados). A Figura[S]ilustra a dindmica de transmissao desse modelo.

Figura 5: Dinamica de transmissao do modelo SIR.

S - | . R
———— ———

Fonte: Elaborada pelos autores.

Matematicamente, representando por S = S(¢) a quantidade de suscetiveis no instante 7, por
I = I(¢) a quantidade de infectados e por R = R(¢) a quantidade de recuperados, essa dindmica de
transmissao € modelada pelo sistema

S = —BSI
I' = BSI -yl (12)
R =yI
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sujeito as seguintes condicoes iniciais:
S(0) =80=0, 1(0) =1y >0, R(0) = Ry = 0. (13)

Analogamente ao modelo SIS, e y sdo constantes positivas e, somando as equacdes, obtemos
(S+ 1+ R) =0de modo que
S+I+R=N, (14)

onde N € uma constante positiva que representa o nimero total de individuos da populagdo. Na
proxima sec¢ao, com base em uma anélise qualitativa do sistema, veremos que esse modelo apresenta
dois comportamentos possiveis:

* Se S0 — v <0, o nimero de infectados vai diminuindo cada vez mais e a doenga se extingue
(este comportamento € similar ao comportamento do caso SN — y < 0 do modelo SIS).

* Se 5Sp — v > 0, o ndmero de infectados vai aumentando até atingir um pico e, apds isso, vai
diminuindo cada vez mais até a doenga se extinguir (este comportamento € nao mondtono e,
portanto, drasticamente diferente dos comportamentos verificados no modelo SIS).

Note que as desigualdades 8Sg —y < 0 e B8So — ¥ > 0 podem ser expressas, respectivamente,
por B < 1e 8% 5 1. Assim, o comportamento da doenga é determinado pelo nimero ﬁyﬂ, 0
qual ¢ chamado de niimero efetivo de reproducio (ou valor de reprodutibilidade basal) e serd
representado por R,, ou seja,

_ B
5

Observacao 7 Suponha que inicialmente haja um unico individuo infectado. Entdo, no instante
t = 0 a quantidade de individuos infectados (isto é, a quantidade de individuos que passa de S para
1) ¢ BS(0)I(0) = BSy (pois " = —BSI e 1(0) = 1). Suponha que o tempo médio de recuperacdio
seja k dias e que aquele tinico individuo infectado ande pela populacao sempre encontrando novos
individuos suscetiveis, sem reencontrar aqueles que ja foram infectados. Entdo, ao final dos k dias
ele tera infectado, em média, BSok individuos. Por outro lado, os I(t) individuos infectados num
instante t vdao demorar, em média, k dias para se recuperarem. Assim, em média, vdo se recuperar

% individuos por dia. Em outras palavras: em média, %I (t) passam para o compartimento R

Re 15)

por dia. Por essa razdao, como R’ = vylI, interpreta-se que y = % Nesse sentido, do ponto de vista
biologico, o niimero efetivo de reproducdo R, = % = BSok representa a quantidade de novas

infeccoes causadas por um unico infectado inserido numa populagdo totalmente suscetivel.

3.2 Analise qualitativa

No estudo do modelo SIS, a existéncia e a unicidade de solucao foram estabelecidas por meio
da resolugdo explicita. Entretanto, na maioria das vezes esse método nao pode ser aplicado porque
pode ser muito dificil, ou até mesmo impossivel, resolver o sistema explicitamente. Nesses casos, o
estudo se fundamenta em teoremas gerais que estabelecem existéncia e unicidade para sistemas da

forma
uy (1) = fi(t,ur (1), ..., u, (1))

M,z(l) = f2(t’ Ui (l)’ ey ”n(t))
. (16)

(1) = fu(t,u1 (1), ..., un (1))
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com condig¢des iniciais
ui(to) = uio, uz(to) = u20, ..oy Un(t0) = Uno- 17)

O trabalho se concentra, entao, em demonstrar que o modelo em estudo satisfaz as hipéteses do
teorema geral. O mais bésico deles € apresentado a seguir.

Teorema 8 (Teorema de Picard) Sejam Q < R'™ um aberto e fi,....,f, : & — R funcoes

, . . Y .. . . ,
continuas cujas derivadas parciais % :Q = R (i, = 1,...,n), existam e sejam continuas.
J

Entdo, dado (ty, uyo, ..., uyg) € Q, existe um intervalo aberto I contendo ty sobre o qual o problema

(16)-(17) possui uma inica solugao.
Demonstragao. Ver Teorema 6 e Teorema 7 do Capitulo 12 de [13]. O

Observacao 9 O Teorema (S| também é chamado de Teorema de Picard-Lindelof. Sua versdo mais
geral, que substitui a hipotese sobre derivadas parciais pela condicao local de Lipschitz, pode ser
encontrada no Teorema 2.4 de [4)].

Em muitas situacoes aplicadas, nas quais a varidvel ¢ representa o tempo, espera-se que a solucao
do problema (16)-(17) esteja definida para todo ¢ > O (isto é, ndo queremos ficar restritos a um
periodo finito; queremos saber o que ocorre em qualquer instante futuro). Porém, o Teorema de
Picard fornece existéncia de solu¢do apenas num intervalo finito que pode ser bastante pequeno.
Esse problema € resolvido pelo préximo teorema, que fornece condi¢des para que a solucao possa
ser estendida a todo ¢ > 0.

Teorema 10 (Teorema de Extensdo) Sob as mesmas hipéteses do Teorema |8 a solugdo do pro-
blema (16)-(T7) dada pelo referido teorema pode ser estendida, de forma tnica, a um intervalo
maximal (a, b). Além disso:

* Sea > —oo, entdo lim ||(ui(2),...,u,(1))|| = oo.
t—a*
* Se b < oo, entdo lir}} || (e (2), ..., u,(2))|| = oo.
>0~

Demonstragao. Ver Proposicao 3.2 e Corolério 3.7 de [4]. O

Observacao 11 No teorema acima, || - || representa a norma euclidiana. Dizer que (a, b) é maximal
significa que a solucdo ndo pode ser estendida a um intervalo aberto maior, isto ¢, (a, b) é o maior
intervalo aberto sobre o qual uma solucdo existe. As condicoes sobre os limites implicam que,
sempre que a solucdo é limitada em R", ela esta definida em toda a reta (isto é, a e b ndo podem ser
finitos).

Diante desses resultados, estamos em condi¢des de estabelecer existéncia e unidade de solugao
para o modelo SIR.

Teorema 12 (Existéncia e unicidade para o modelo SIR) O problema (12))-(13) possui uma tinica
solugdo (S, I, R) no intervalo [0, 00). Além disso,

S() >0, I(t)>=0, R(t)=0, Vt>0. (18)
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Demonstracdo. O problema (12)-(13) é da forma (16)-(I7) com u; = S, up = I, us = R,
fi(t,x,y,2) = =pxy, fo(t,x,y,2) = Bxy — Ay e f3(1,x,y,2) = yy. Como fi, f2, f3 sdo fungdes
polinomiais, suas derivadas parciais existem e sdo continuas. Logo, pelo Teorema [§ o problema
possui uma unica solu¢do num intervalo aberto contendo # = 0. Pelo Teorema |10} essa solugdo
pode ser estendida, de forma unica, a um intervalo maximal (a, b). Aplicando o método do fator
integrante a primeira e a segunda equagdo de (12)), e integrando a terceira, obtemos

t 1 t
S(1) = Sge Pl 1@ dr, 1(r) = Iyel [BS@—Y]dr, R(1)=Ro+7y / I(1)dt (19)
0

para todo t € (a,b). Portanto, S, I ¢ R sao todas ndo negativas. Diante da nao negatividade, a
igualdade (I4)) implica que S, I, R < N e, portanto,

1(S(0), 1(£), RO = VS@)2 + I(1)2 + R(t)2 < VN2 + N2+ N2 = NV3, Vte (a,b).

Isso implica que ||(S(t), I(¢), R(¢))]|| ndo tem limite infinito quando ¢ — a™ nem quando ¢t — b~.
Portanto, novamente pelo Teorema temos a = —oco e b = oco. Isso mostra que o problema
(12)-(13)) possui uma tnica solugao (S, I, R) definida em (a, b) = (—co, ) e que S, I e R sdo todas
nao negativas nesse intervalo. Restringindo essa solugao ao intervalo [0, o), obtemos o resultado
desejado. O

Agora, sabendo que o problema (12))-(I3)) possui uma tnica solugdo definida para todo ¢ > 0, faz
sentido indagar como € o seu comportamento assintotico. Note que:

* Se Iy = 0, entdo as igualdades em (19) prontamente implicam que as trés fun¢des permanecem
constantes: I(z) =0, S(z) = Sp e R(t) = Ry paratodo ¢ > 0.

 Se Sy = 0, entdo as igualdades em (19) prontamente implicam que o sistema pode ser resolvido
explicitamente: S(¢) =0, I(¢) = Ipe™" e R(t) = Ro — Ip(e™?" = 1).

Portanto, no que segue vamos apenas considerar o caso nao trivial (e biologicamente interessante)
emque So > 0e Iy > 0. Nessa situagao, o comportamento de / € descrito por um importante resultado
chamado de Teorema do Limiar Epidémico. Para demonstra-lo, vamos precisar de duas proposi¢oes
auxiliares que apresentamos a seguir.

Proposicao 13 Se f : (0,00) — R é uma funcdo monétona limitada, entdo lim f(t) existe e é
t—o0
finito.

Demonstragao. Ver Teorema 3.7 em [14]. O

Proposicao 14 Se f : (0,00) — R é uma funcao derivavel tal que tlim [f(t) + f'(1)] = L € R,
entdo tlim f(t)=Le tlim f'(t) = 0. Em particular, se tlim f(t) e tlim 1 () existem e sdo finitos,
entdo tlim f(r)=0.

Demonstragao. Ver [13]. O

Teorema 15 (Teorema do Limiar Epidémico) Seja (S,I,R) a solugcdo do problema (12))-(13),
dada pelo Teorema(I2]| com dados iniciais So > 0 e Ip > 0.
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(a) Se R, < 1, entdo 1(t) é estritamente decrescente e 1(t) — 0 quando t — oo.

(b) Se R, > 1, entdo 1(t) cresce estritamente até atingir o valor maximo

1
In{—|-1
()

e, a partir disso, 1(t) decresce estritamente e 1(t) — 0 quando t — .

Y

Imax:ﬁ +S()+I()

Demonstragdo. Pela primeira e dltima equagdes de (12)), e por (18), S e R sdo mondtonas. Além
disso, elas também sdo limitadas por (14) e (18). Dai, pela Proposicao [I3] existem e sdo finitos os
seguintes limites:

tlim S(t) = Seo, tlim R(t) = R, lim I(f) = N — Sco — Roo = .
—00 —00 [—o0

Consequentemente,
llim [S(?) +1(?)] = Seo + 6. (20)
Somando as duas primeiras equagdes de (12)), segue que
(S+1) =—-yl (21)
Portanto,
tlim [S(t) +I(1)]" = llim [—¥I(1)] = —ylw. (22)

Em vista de (20) e (22)), segue da Proposigao 14| que llim [S(z) + I(1)]" = 0 e, portanto, I, =0,

ou seja,
llim I(t) = 0. (23)

Afirmacdo 1: § € estritamente decrescente.

Prova da Afirmagao 1: Como So > 0 e Iy > 0 (por hipétese), segue de (19) que
S>0 e I>0. 24)
Dai, pela primeira equagdo de (12), S’ < 0. O

(a) Suponha R, < 1. Pela Afirmacéo 1, segue da segunda equagio de (I2)) que, para todo ¢ > 0,
I'(t) = BS()I(t) — vI(t) < BSol(t) — vI(t) = y(R, — 1)I(t) < 0. Isso mostra que I é
estritamente decrescente — o que, em conjunto com (23)), prova o item ().

(b) Suponha R, > 1.

Afirmacdo 2: Existe t* > 0 tal que I’(¢t*) = 0.
Prova da Afirmagdo 2: Pela segunda equacao de (12)), temos
I'(0) = BSolo = ylo = yIo(R. = 1) > 0. (25)

Suponha que I’(¢) > 0 para todo ¢t > 0. Entdo, I € estritamente crescente. Dai, 1(¢) > 1(0) = Iy
para todo r > 0. Assim, por (23), 0 = tlim I(t) > Iyp. ABSURDO, pois contraria a hipdtese
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Ip > 0. Portanto, existe 7 > 0 tal que I’(f) < 0. Se I’(f) = 0, o resultado vale com t* = 7. Se
I'(f) < 0, o ponto t* existe pelo Teorema do Valor Intermedidrio — que pode ser aplicado a I’
porque, como S e I s@o continuas (pois sdo derivdveis), segue da segunda equacdo de que
I’ também € continua. O

Afirmacgao 3: O ponto ¢* dado pela Afirmagao 2 € tnico.
Prova da Afirmacdo 3: Pela segunda equacdo de (12)), temos (BS(t*) — y)I(t*) = 0, pois
I'(t*) = 0. Dai, por (24)), BS(t*) —y = 0, ou seja,

oY
St == 26
(") 3 (26)

Suponha que exista #; > 0 tal que #; # t* e I’(¢#;) = 0. Um argumento inteiramente analogo ao
que foi aplicado a t* mostra que também temos S(t;) = % Assim, S(¢1) = S(¢*). ABSURDO,
pois contraria a Afirmacao 1. O

Afirmacdo 4: I’ ndo muda de sinal em [0, t*).

Prova da Afirmagdo 4: Pelo Teorema do Valor Intermediério aplicado a I” concluimos que, se I’
muda de sinal em [0, #*), entdo existe ¢; € (0,t") tal que I’(t;) = 0. ABSURDO, pois contraria
a Afirmacao 3.

Em vista de (23)), resulta da Afirmac@o 4 que I’(t) > 0 para todo t € [0,¢*). Pela Afirmagéo
1 e por (26) vemos que, para todo t > t*, S(¢) < S(t*) = % Assim, novamente pela segunda
equagdo de (12) e por (24)), I'(t) = (BS(¢) — y)I(t) < 0 para todo ¢ > t*. Isso mostra que I é
estritamente crescente em [0, t*) e estritamente decrescente em (¢*, 00). Portanto, / possui um
maximo absoluto

Inax = I(t*)- (27)

Essas conclusdes, em conjunto com (23), provam parcialmente o item (b). Resta apenas
estabelecer o valor de I,,x. Para isso, realizamos o seguinte cdlculo, valido para todo ¢ > 0:

S(H)+1(t)=So—1Ip = /OI[S(T) +1(7)]"dr (pelo TEC)
= /t I(t)dr (por (21))
S/
L[ 0a e @ea)
= E/o [InS(7)] dr (por (24))

= %[ln S()—InSe]  (pelo TFC)

€, consequentemente,

(1) = El ( éé)) _S()+So+1Ip. V0.

Em particular, calculando no ponto #*, obtemos

Y \_Y O (1) -
max I(l) B (ﬁ)—ﬁ'l‘S()'l'I() = ﬂ[ln(Re) 1
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Mesmo nao possuindo formas explicitas para S, I e R, ainda é possivel tragar seus graficos numeri-

camente (por exemplo, por meio do GeoGebra com o comando ResolverEDONumericamente(<Lista

de Derivadas>, <Abscissa Inicial>, <Lista de Ordenadas Iniciais>, <Abscissa Final>)). A Figura

[6] e a Figura [7] ilustram, respectivamente, os comportamentos caracteristicos dos itens (a) e (b) do
Teorema 15| (veja as observagdes [2]e [3).

Figura 6: Gréficos da solugéo (S, I, R) do modelo (I2)-(T3) gerado com N = 1; So = 0,7; Ip = 0,3; Ry = 0; B = 6;
y = 6. Nesse caso, R, = 0,7 < 1.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 7: Gréficos da solugdo (S, 1, R) do modelo (12)-(13) gerado com N = 1; So = 0,9; Ip = 0,1; Ry = 0; B = 9;
y = 2. Nesse caso, R, = 4,05 > 1.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Embora a ultima figura sugira que S(r) — 0 e R(f) — N quando t — oo, isso ndo ocorre. De
fato, substituindo a terceira equagdo de (12)) na primeira, obtemos S’ = —§R’S . Pelo método do
fator integrante,

B [t pr B B B
S(1) = Soe v b KO T _ g =5 IRO-Rol 5 ¢ =5RW) 5 g0~V (28)

e, consequentemente, R(¢) = N —I(t) — S(t) < N -S(t) < N - Soe_[;N. Em particular, no caso
da Figura[7} S(¢) > 0,009 e R(#) < 0,991 para todo r > 0. A estimativa (28] reflete o seguinte
fato: “A epidemia termina pela falta de novos individuos infectados, e nao pela falta de individuos
suscetiveis” [12] p. 10, tradugdo nossa]. A Figura [§ ilustra um caso em que essa propriedade ¢é
melhor visualizada.
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Figura 8: Grificos da solugdo (S, I, R) do modelo (I12)-(T3) gerado com N = 1; Sy = 0,95; Iy = 0,05; Ry = 0; B =17,5;
v = 4. Nesse caso, S(t) > 0,16 e R(t) < 0,84 para todo ¢ > 0.

_a
N — Spe 7Y @uet ettt e
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Soe 5 @=csssnnnpfsssssssusnEnnssaEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEES

Fonte: Elaborada pelos autores.

4 O modelo da toxoplasmose

Nesta se¢do, faremos uma breve apresentacao de um modelo de transmissao de toxoplasmose em
gatos, baseada em [2]]. Nessa apresentacdo, exemplificaremos o uso de uma importante ferramenta
que nos permite obter uma visao geral sobre o comportamento do modelo de modo relativamente
simples: a experimentacao numérica.

4.1 Descricao do modelo

O modelo que vamos estudar considera que ha quatro compartimentos, sendo um ambiental e os
outros trés dividindo a populacao de gatos:

* Suscetiveis (S): gatos que ainda ndo foram infectados e estao vulnerdveis a infeccao.

* Infectados de forma aguda (I): gatos que foram infectados e estdo ativamente carregando
0 parasita no estagio inicial da doenga, podendo contribuir de forma mais intensa para sua
transmissao.

* Cronicamente infectados (C): gatos que passaram para um estagio de infeccao cronica, onde
a carga parasitaria € reduzida e a transmissdo pode ser menor ou inexistente.

* Ambiente (E): compartimento responsavel por armazenar os parasitas que causam a contaminagao
dos gatos.

Representando por S = S(¢), I = I(t), C = C(t) e E = E(¢) a quantidade de elementos em
cada compartimento no instante ¢ > 0, as entradas e saidas de cada compartimento sao realizadas
conforme as seguintes hipdteses:

» A taxa de nascimento € dada por uma fun¢do ndo negativa b = b(t, S, C,I), com todos os
gatos nascendo suscetiveis.

* A taxa de mortalidade em cada compartimento € proporcional as respectivas quantidades de
individuos, podendo ser maior nos compartimentos infectados: m.S para os suscetiveis, o;ml
para os infectados agudos e 6¢mC para os cronicamente infectados, onde m, d; e d¢ sao
constantes positivas.
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* Nos compartimentos de infectados, a taxa de liberacdo de oocistos no ambiente é proporcional
as respectivas quantidades de individuos, podendo ser maior no compartimento dos infectados
agudos: A;I para os infectados agudos e A¢C para os cronicamente infectados, onde A; e A¢
sao constantes positivas.

* Os suscetiveis se infectam a uma taxa proporcional ao produto ES, e evoluem de infectados
agudos para cronicamente infectados a uma taxa proporcional a /, ou seja, passam de S para |
auma taxa wES, e de I para C a uma taxa yI, onde w e vy sdo constantes positivas.

* Os oocistos disponiveis no ambiente se degradam a uma taxa proporcional a quantidade
existente, isto €, a uma taxa nE, onde n € uma constante positiva.

A dindmica descrita, bem mais complexa do que as dinamicas dos modelos SIS e SIR, € ilustrada
na Figura[9]

Figura 9: Dindmica de transmissdo no modelo da toxoplasmose.

V (51771/ &V

S wES I I
/
A[}’. % ’..”.’;cc
A Vg
0’\
Fonte: Elaborada pelos autores com base em [2, p. 174].
Matematicamente, essa dinamica é modelada pelo sistema
S"=b—-wES-mS
I' = wES —yI — &§;ml
/ Y I (29)
C' =yl -6cmC
E' =21+ AcC -nE
com condig¢des iniciais
S(0) =S89 >0, 1(0) =1y >0, C(0)=Cy =0, E(0) = Ey > 0. (30)

4.2 Experimentacao numérica

No estudo do modelo SIR, come¢amos provando existéncia e unicidade de solu¢cdo. Aqui, com
o intuito de exemplificar o uso da experimentacao numérica, o enfoque sera diferente: partindo do
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principio de que uma tnica solugdo existe (veja a Secao 4.3)), nos ocuparemos em plotar o grafico da
solug@o numérica do modelo de modo a visualizar o comportamento do mesmo. Para modelos novos
nunca antes estudados, esse procedimento pode ser uma etapa preliminar importante nos dando uma
ideia do que € que podemos buscar provar formalmente no escopo da analise qualitativa.

4.2.1 Céddigo e parametros utilizados

Para implementar numericamente o modelo (29)-(30), utilizamos a linguagem R com base em
um exemplo adaptado de [2], que fornece os seguintes valores para os parametros do sistema:

dc=0, b=60/52, w=0046, m=02/52, y=11/15,
61 = 1,05, 6c=1,0005 n=4/52, A;=0,07/11, (31)
So=495, Ip=5 Cy=0, Ey=0.

A linguagem R € uma linguagem de programacgao de software livre que pode ser executada
gratuitamente em diversos sistemas operacionais e oferece uma grande variedade de ferramentas
estatisticas e graficas. As simulagdes foram realizadas com base nos valores (31]) por meio da fungdo
1soda, um resolvedor de sistemas de equacdes diferenciais fornecido pelo pacote deSolve (para
detalhes, ver [[16]). O cédigo completo do primeiro grafico apresentado na Figura[IT|pode ser visto
no Apéndice Al Os codigos dos outros graficos sao similares.

Observacao 16 Devido a maior complexidade do modelo SICE em relagao aos modelos SIS e
SIR estudados nas segoes precedentes, o Geogebra ndo fornece bons resultados na plotagem dos
graficos. Por essa razdo, é necessario fazer uso de ferramentas mais robustas como, por exemplo,

a linguagem R.
4.2.2 Experimentacoes com Ac = 0 e b constante

Inicialmente, realizamos a simulacdo do modelo original apresentado em [2]. Os resultados sao
mostrados nas Figuras [I0]e

Figura 10: Gréficos de S, I, C e E gerados para 500 semanas com os pardmetros dados em (3I).
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400 0.8
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Oocistos no ambiente em bilhdes (E)
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 11: Grificos de S, I, C e E gerados para 2500 semanas com os pardmetros dados em (3.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Note que, para a populacdo de suscetiveis (§), temos uma populagdo inicial de 495 gatos que
cai drasticamente nas primeiras 100 semanas. Esse declinio acentuado pode ser causado pela
infeccao ambiental via oocistos (w = 0,046) que age sobre a grande populacao suscetivel. A taxa
de nascimento constante b = 60/52 faz com que a populagao de suscetiveis seja constantemente
reabastecida, levando a oscilagdes. A longo prazo, a curva estabiliza em torno de 200 individuos.

A populagdo de infectados agudos (/) apresenta um pico nitido nas primeiras 50 semanas, em
torno de 13 gatos. A rdpida queda dessa curva pode ser explicada por dois fatores: a alta taxa de
progressao para cronicidade (y = 11/15) e pela mortalidade aumentada dos agudos (6; = 1,05),
que reduz sua permanéncia. Mesmo com nascimento constante, a combinagao das taxas y e d; altas
impedem o acimulo de infectados agudos. O pico inicial deve-se ao contato dos suscetiveis com o
ambiente contaminado devido a eliminacdo de oocistos pelos infectados agudos.

A populagdo cronicamente infectada (C) sobe gradualmente apds o surto de infectados agudos,
atingindo um primeiro pico, sofrendo uma queda e atingindo um segundo pico menor, apds o qual
a curva passa a oscilar levemente até se estabilizar por volta de 100 individuos. Essa populacdo
cresce a partir da conversao de infectados agudos via y = 11/15 e € mantida viva por uma taxa
de mortalidade quase natural (6¢ = 1,0005), apenas ligeiramente maior que a mortalidade base.
A progressao eficiente de infectados agudos para cronicos e a quase auséncia de mortalidade extra
fazem com que a populacao de cronicos se sustente no longo prazo.

Para os oocistos (E) acontece um surto dentro das primeiras 100 semanas, em sincronia com o
pico de gatos infectados agudos — que sdo os tnicos responsaveis pela liberacao de oocistos (pois
Ac = 0). A produgdo inicial de oocistos € intensa, pois muitos gatos se contaminam, tornam-
se infectados agudos e liberam oocistos. Esse declinio, ap6s o pico, pode ser causado pela taxa
n = 4/52 que representa um decaimento continuo e significativo dos oocistos. Como a populacio
de infectados agudos despenca rapidamente apds o pico, a fonte de oocistos também diminui.
Assim, o compartimento ambiental E entra em declinio, sendo drenado mais rapidamente do que €
reabastecido.

Podemos notar repeticdes de pequenos picos entre as semanas 500 e 1500. Estes episodios
se devem a constante introducdo de novos suscetiveis pela taxa de nascimento b = 60/52 que
ocasionalmente entram em contato com os oocistos residuais, gerando novos casos agudos e pequenas
liberagdes adicionais. A infeccao, entdo, ndo some totalmente, mas fica em um regime de baixa
circulacao ambiental.

No que segue, passaremos a analisar o comportamento do modelo com base em alteragcdes nas
taxas A¢ e b, com foco em dois cendrios sugeridos como temas de investigacao em [2[]: taxa de
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liberacao de oocistos nao nula por parte dos gatos cronicamente infectados e taxa de nascimento nao
constante.

4.2.3 Experimentacoes com Ac # 0

Nesta se¢ao vamos simular valores diferentes de zero para a taxa A¢ e analisar as possiveis

mudancas do grafico. Utilizaremos os mesmos parametros anteriores, apenas mudando o valor de
Ac.

Figura 12: Grificos de S, I, C e E para 2500 semanas gerados com A¢ = 1077 e demais pardmetros dados em GI).
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 13: Gréficos de S, I, C e E para 2500 semanas gerados com A¢ = 10> e demais pardmetros dados em (31).

500 — 15 1.0
: s — c @
: s
400 ¢ 8 0.8
o ! = =
£ . g2 10+ £
o 300 : 5 o6
S > ]
o c
T, ]
8 200 4 | kS E 04
g : 3 5 2
o e = @
100 4 18 2 02 -
X o
<3
(e}
[ 04 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 o] 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Tempo (semanas) Tempo (semanas) Tempo (semanas)

Fonte: Elaborada pelos autores.

MISIARA, L. M. M; LIMA, P. R. de. Uma iniciagfo a epidemiologia matemadtica. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v.
27, €27006, 2026.

DOI: 10.21167/cqdv27¢27006 Disponivel em: https://revistas.bauru.unesp.br/index.php/revistacqd
20



" of
=
=)

Figura 14: Grificos de S, I, C e E para 2500 semanas gerados com A¢c = 10™* e demais pardmetros dados em 31).
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Inicialmente nota-se que uma taxa A¢c nao nula, porém bem pequena, aparenta ndo afetar o
comportamento qualitativo da solu¢@o (compare a Figura[I T|com a Figura[I2). Entretanto, uma taxa
Ac > 1073 comeca a apresentar algumas mudancas no grifico. Especificamente, na estabilizacdo
alcancada a longo prazo, a populacdo de cronicamente infectados pode equiparar-se a populacao de
suscetiveis (ver Figura[I3)), ou até mesmo supera-la (ver Figura[I4)). Isso pode se dar ao fato de que
os gatos cronicamente infectados vao se tornando uma fonte significativa de oocistos no ambiente,
aumentando substancialmente a carga parasitdria. Neste cendrio, a fase cronica da infeccao contribui
quase tanto quanto a fase aguda para a disseminacao de oocistos, prolongando a presenga do parasita
no ambiente e aumentando o risco de infec¢cao para gatos suscetiveis.

No geral, quando A¢ € muito préximo de zero, o comportamento do sistema € praticamente o
mesmo do caso sem cronicos contaminantes. E quando A¢ cresce algumas ordens de magnitude, os
cronicos deixam de ser irrelevantes e mudam a dinamica da infec¢ao. Esse € um tipico exemplo de
como, em modelos epidemioldgicos, pequenas taxas aplicadas a populacdes grandes e persistentes
podem gerar efeitos macroscopicos notéveis.

4.2.4 Experimentacoes com b variavel

No modelo original (ver Figura|[l1), a taxa de nascimento de gatos era considerada constante,
independente do tamanho da populagdo. Agora, vamos analisar uma modificacdo na qual a taxa de
nascimento passa a depender proporcionalmente do nimero S + I + C de individuos vivos, ou seja,
adotamos uma taxa de nascimento do tipo » = B(S + 1+ C), onde B é uma constante positiva. Nessa
formulacgdo, a populagdo passa a ter um crescimento condicionado ao tamanho da prépria populagao
— 0 que € comum em populagdes animais.

Para a constante B, analisaremos valores proximos da taxa de mortalidade natural m = 0,2/52 =~
0,00385 de modo a observar os efeitos de mudangas sutis sobre o comportamento do sistema (ver

Figura[13] Figura[16|e Figura[l7).
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Figura 15: Gréficos de S, I, C e E para 2500 semanas gerados com b = B(S + I + C), onde B = 0,00385, e demais
parametros dados em (31)).
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Figura 16: Grificos de S, I, C e E gerados para 2500 semanas com b = B(S + I + C), onde B = 0,0038, e demais
parametros dados em (3T).
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Figura 17: Griéficos de S, I, C e E gerados para 2500 semanas com b = B(S + I + C), onde B = 0,0039, e demais
parametros dados em (3T)).
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A diferenca mais marcante entre os graficos reside precisamente no comportamento distinto das
populagdes de gatos cronicamente infectados. No cendrio da Figura[I3](B = 0,00385), observamos
que os cronicamente infectados atingem um patamar de equilibrio. J4 o cendrio da Figura
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(B = 0,0038) mostra que uma redu¢ao minima no valor de B leva ao declinio da populacdo de
cronicamente infectados. Uma possivel interpretacao é que a menor taxa de nascimento resulta em
uma reposicao mais lenta de suscetiveis. Com menos suscetiveis disponiveis, o nimero de novas
infecgoes agudas, que poderiam eventualmente se tornar cronicas, diminui. Assim, 0s cronicamente
infectados existentes vao morrendo naturalmente, mas nao sao suficientemente repostos por novos
casos — levando ao declinio observado. Finalmente, no cendrio da Figura (B = 0,00389),
verificamos o comportamento oposto: uma taxa de nascimento levemente maior € suficiente para
gerar o crescimento a longo prazo da populacao de cronicamente infectados.

Estes diferentes comportamentos mostram que uma pequena redugdo na taxa de natalidade (talvez
devido a medidas de controle populacional ou mudancas ambientais) pode ser suficiente para levar
a presenca do parasita na populacdo de um estado de persisténcia ou crescimento para um estado
de declinio. Este resultado tem importantes implicagdes para estratégias de controle de doencas em
populacdes animais. Ele sugere que intervencdes que afetem, mesmo que minimamente, a taxa de
reposicao de suscetiveis podem ter um impacto relevante na dinamica da doencga.

4.3 Existéncia e unicidade para o modelo da toxoplasmose

Para gerar gréficos que representem a evolucao temporal das varidveis de um modelo é essencial
assegurar que o sistema de equacdes diferenciais em questdao, complementado com as condi¢oes
iniciais apropriadas, admita uma unica solugcdo. Afinal, se ndo houver solucdo, ou se ela nao for
unica, todo o esfor¢o de analise perde o sentido. O fato de que o modelo SICE que consideramos
na secao precedente possui uma tnica solu¢do definida para todo ¢ > 0 pode ser provado com um
método andlogo ao que foi aplicado para o modelo SIR, que € tipico para sistemas epidemioldgicos:
inicialmente, pelo Teorema de Picard, obtemos existéncia local; em seguida, provamos que as
componentes da solu¢do sao todas ndo negativas; utilizando a nao negatividade, provamos que a
solugdo € limitada (pelo menos em intervalos limitados); finalmente, devido a limitagao da solucao,
o Teorema de Extensdo implica que o dominio da solu¢do pode ser estendido até co. Entretanto,
devido a maior complexidade de suas equagoes, suas varidveis nao podem ser expressas diretamente
na forma exponencial como em (19). Assim, para obtermos a ndo negatividade das variaveis do
modelo SICE, é necessario seguir um caminho diferente. Nesse contexto, o resultado seguinte (ou
alguma de suas versoes mais gerais) desempenha um papel central. Para enuncia-lo, vamos escrever

=1, fu)eu=(uy,...,uy).

Teorema 17 (Teorema da Invariancia) Seja M C R" um conjunto fechado. Nas hipoteses do
TeoremalS| temos u(t) € M para todo t € I desde que (uyo, ..., un0) € M e

(n(z), f(z)) <0, VzedM, (32)

onde (-, -) representa o produto interno canonico de R", OM é a fronteira de M e n(z) é o vetor
exterior normal a M em z.

Demonstragdo. Veja o Teorema XVI da pagina 118 e o Remark 1 da pigina 119 de [[17]]. Note que,
nas hipétese do Teorema 8] a condi¢do de Lipschitz é automaticamente satisfeita. O

O Teorema da Invariancia estabelece que, sob condi¢des apropriadas: se o dado inicial estd em
M, entdo a solucdo permanece em M. Diante disso, estamos em condi¢des de provar o resultado
desejado.
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Teorema 18 (Existéncia e unicidade para o modelo SICE) Supondo que todos os coeficientes se-
Jam constantes ndo negativas, o problema [29)-(30) possui uma iinica solugao (S, I, C, E) no inter-
valo [0, o). Além disso,

S()=0, I(t)=0, C(t)=0, E()=0, Vi >0.

Demonstragdo. Como na prova do Teorema[I2] em vista do Teorema(§|e do Teorema|[I0] concluimos
que o problema possui uma tnica solu¢do definida num intervalo maximal (a, 8) contendo ¢ = 0.
(Usaremos a notagao 8 porque b € um dos parametros do modelo.)

Nao negatividade: Defina

M = {(x1,x2,Xx3,X4) € R* | x1 >0,x2>0,x3 >0ex4 >0}
Resulta de (30) que (So, I, Co, Eg) € M. Note que IM = M| U M, U M3 U My, onde
M = {(0,x2,x3,x4) €R*| x> 0,x3 >0e x4 >0},
My = {(x1,0,x3,x4) € R* | x1 > 0,x3 >0¢ex4 >0},
M3 = {(x1,x2,0,x4) € R* | x1 > 0,x2 >0¢ex4 >0},

My = {(x1,x2,x3,0) € R* | x1 = 0,x, >0ex3 > 0}.

Tome z = (S,1I,C,E) € M. Entdo, em vista de (29), o termo f(z) de (32) equivale a

(f1(2), f2(2), f3(2), fa(2)) com fi(2) = fi(S.].C,E) = b - wES —mS, f2(2) = f2(S,I.C.E) =
wES — yI —omml, f3(Z) = f3(S, 1,C, E) = yI - (5cmC, f4(Z) = f4(S, 1, C,E) = Ayl +/1CC - 7]E.
Assim:

* Se z € My, entdo (n(z), f(2)) = ((-1,0,0,0), f(0,1,C,E)) =-b <0.
* Se z € M», entdo (n(z), f(z)) = ((0,-1,0,0), (S,0,C,E)) = —wES < 0.
* Se 7 € M3, entdo (n(z), f(z)) = ((0,0,-1,0), f(S,1,0,E)) = =yl < 0.
* Se 7 € My, entdo (n(z), f(2)) = ((0,0,0,-1), f(S,1,C,0)) = =(y;I + 21cC) < 0.
Isso mostra que a condicao (32)) € satisfeita. Portanto, pelo Teorema[17]
(8(1),1(1),C(1), E(t)) € M, V1€ (a,p),

ou seja,
S(t)=0, I(t)=0, C(t)=0, E(t)=0, Vte (a,p). (33)
Limitacao em intervalos limitados: Escreva V(t) = S(t) + I(t) + C(t) + E(t) e Vo = V(0).
Resulta de (29) que
V' = b—mS—61mI—6cmC+/111+/lcC—nE
Sb+AT+AcCLb+S+ A4l +AcC+E<b+kV,

sendo k = max{4;,4¢, 1} > 0, ou seja, V' — kV < b. Multiplicando por ekt e integrando de 0 a
t € [0, B) segue que

b
V(e ¥ -V, < —%e_k[ +
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ou seja,

k k

Portanto, para qualquer intervalo limitado [0,7) c [0, 8), tem-se

V() < (vo + é) il

SH+It)+C)+E(t) =V() < (Vo + %) kT — % Vte[0,T).

Consequentemente, em vista de (33)),

1(S(0), 1(2), C (1), E())]| = VS(1)2 + 1(1)2 + C(1)* + E(1)?

b b
<AVAV()2 =2V (1) <2 (Vo + %) ek — 2z <oo, Vtel0,T).

Extensao ao infinito: Suponha 8 < co. Entdo, aplicando a estimativa acima com 7' = 3, obtemos
b\ s b
IS@, 1), C(@), EO) < 2 (Vo + -] ™ =20 <00, Vi €[0,5).

Isso mostra que o limite da norma com ¢t — S~ nao pode ser infinito. ABSURDO, pois contraria
o Teorema de Extensdo. Assim, concluimos que b = co. Portanto, o problema (29)-(30) possui uma
unica solucdo (S, 1, C, E) definida em (a, 8) = (a, ) com S, I, C e E todas ndo negativas nesse
intervalo. Restringindo essa solu¢ao ao intervalo [0, c0), obtemos o resultado desejado. O

Observacao 19 Para a variante do modelo em que b constante é trocado por b = B(S + I + C),
considerada na Seg¢ao um argumento andalogo se aplica.

S5 Consideracoes finais

Neste trabalho, fizemos uma breve introdu¢ao aos modelos compartimentais no contexto da
transmissao de doencas infecciosas. Aumentando gradualmente a complexidade dos modelos estu-
dados, novas ferramentas de analise foram sendo introduzidas. Nesse sentido, exploramos como a
modelagem matematica, aliada a ferramentas tedricas e a experimentagdo numérica, pode ser utili-
zada para compreender o comportamento de epidemias e simular diferentes cenarios de propagacao
de doencas. O estudo tedrico realizado introduziu importantes técnicas de andlise de equagdes
diferencias no que se refere a existéncia, unicidade, extensao e invariancia de solucdes. Por sua
vez, o estudo numérico efetuado sugere dire¢Oes para investigacdes futuras, tanto do ponto de vista
biologico — para verificar se as taxas utilizadas nos modelos sdo realistas — quanto do ponto de
vista matemético — com o objetivo de demonstrar rigorosamente os comportamentos observados nas
simulagoes.
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A  Coédigo R utilizado nos graficos do modelo SICE

O primeiro grafico da Figura|l1|foi construido a partir do c6digo indicado abaixo, baseado no
modelo fornecido por [2]. Os outros gréficos da Se¢do [4.2] foram construidos com base em cédigos
andlogos.

library(deSolve)

ModeloSICE <- function(t, x, parametros) {
with(as.list(c(parametros, x)), {
## Equacoes do modelo
dS <- b - omega*E*S - m*S
dI <- omega*E*S - gamma*I - delta_I*m*I
dC <- gamma*I - delta_C*m*C
dE <- lambda_I*I + lambda_C*C - eta*E
list(c(dS, dI, dC, dE))
b
}

#Parametros do modelo

parametros <- c(
b = 60%(1/52),
omega = 0.046,
m=0.2%(1/52),
gamma = 11/15,
delta_I = 1.05,
delta_C = 1.0005,
eta = 4*(1/52),
lambda_I = (0.07/11),
lambda_C = 0

)

#Condicoes Iniciais
cond_iniciais <- ¢(S =495, I =5, C=0, E=0)

#Tempo em semanas
tempo <- seq(®, 50%52, by = 1)

#Resultado
out <- lsoda(cond_iniciais, tempo, ModeloSICE, parametros)
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out <- as.data.frame(out)

#Grafico de S
plot(out$time, out$S, type="1’, col="#O00OFF’, 1lty=3, ylim=c(0, 500),
las=1, lwd=3, xlab=’’, ylab="")

#Grafico de I
lines(out$time, out$I, col="#FFOO00’, 1lty=1, lwd=3)

#Grafico de C
lines(out$time, out$C, col="#FF7F00’, 1lty=2, lwd=3)

#Legenda

legend("topright", c(C’S’, 'I’, ’C’),
lty=c(3, 1, 2), 1lwd=2, col=c(’#0000FF’, ’'#FFO000’, ’#FF7F00’),
bg="white’ ,horiz = TRUE,
text.width = max(strwidth(c(C’ S’, 'I’, ’C’))) * 2
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